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Vorwort. 



Die vorliegende Schrift des Prof. Dr. Sa witsch, 
der dem deutschen Publikum bereits durch seine prak- 
tisdie Astronomie rühmlichst bekannt ist, hat sich einer 
grossen Anerkennung zu erfreuen gehabt und wu*d in 
der Beurtheilung von Otto Struve und Buniakowsky 
als das in der Gegenwart beste und vollständigste prak- 
tische Handbuch über die Methode der kleinsten Quadrate 
bezeichnet. Schon die Quellen, die der Verfasser bei 
seiner Arbeit benutzt hat und welche derselbe in seiner 
Vorrede aufzählt (Gauss, Laplace, Bessel, Struve, 
Peters, Hansen, Encke u. s. w.) gehören unstreitig 
zu den besten, die er wählen konnte, insbesondere aber 
seine gründliche Kenntniss derselben verdienen volle An- 
erkennung und flössen von vom herein Vertrauen zu dem 
Werke ein. 

Mit scharfer Kritik hat der Autor die verschieden- 
artigen Untersuchungen der Gelehrten über diesen Gegen- 
stand in harmonisch systematischer Form zur nothwendigen 
Einheit verbunden, indem er an einigen Stellen die Lücken 
durch eigene Entwickelungen und Vergleichungen ergänzte 
und die theoretischen Forderungen mit den praktischen 
in Uebereinstimmung brachte. 

f 

Solche Vorzüge, die das günstige Urtheil rechtfertigen, 
veranlassten mich, das in russischer Sprache geschriebene 
Buch dem deutschen Publikum durch eine deutsche Be- 
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arbeitung zugänglich zu machen^ um dadurch zur weiteren 
Verbreitung einer wissenschaftlichen Disciplin beizutragen, 
die bei dem jetzigen Stande der beobachtenden Natur- 
wissenschaft mit jedem Tage unentbehrlicher wird. 

In dieser Absicht wurde ich vom Verfasser auf die 
freundlichste Weise unterstützt, indem derselbe mir nicht 
blos bereitwilligst die Erlaubniss zu einer Uebersetzung 
ertheilte, sondern mir zugleich eine Reihe von Zusätzen 
zustellte, die die unbedeutenden Mängel, welche die Be- 
urtheilung angedeutet hatte, beseitigen und die dann auch 
der deutschen Bearbeitung an den betreffenden Stellen 
einverleibt wurden. 

Während jedoch das russische Original aus zwei 
Theilen, einem theoretischen und einem praktischen be- 
steht, enthält die deutsche Bearbeitung noch einen dritten 
Theil, den ich der besondern Grüte des Directors der 
Moskauer Sternwarte Prof. Dr. Schweizer verdanke. 
Dieser dritte Theil giebt nach einer kurzen Erklärung 
der nothwendigsten Begriffe, eine praktische Anweisung 
zum Gebrauch der Methode der kleinsten Quadrate, wel- 
cher dem praktischen Rechner, dem es nur um die Art 
und Weise der Anwendung zu thun ist, wünschenswerth 
sein dürfte, zumal demselben eine vollständige Quadrat- 
tafel, wie Bosse 1 in den Astr. Nachr. Nr. 399 eine solche 
vorschlägt, angehängt ist, welche die Berechnung der 
Coefficienten der Bedingungsgleichungen viel bequemer, 
als mit den gewöhnlichen Logarithmentafeln auszuführen 
gestattet. Da solche Tafeln bis jetzt in der Vollständig- 
keit noch nicht gedruckt sind, ist Sorge getragen worden, 
dass solche abgesondert vom ganzen Werke zu haben sind. 

e. L. 
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THEORETISCHER THEH.. 



EINLEITUNG. 



Die Grundlage unserer Kenntniss von der uns um- 
gebenden Welt erlangen wir durch Erfahrungen. Wie 
auch die weitem Resultate beschaffen sein mögen , zu 
welchen wir auf dem Wege der Theorie gelangen^ so 
verdienen diese Resultate dann ein um so grösseres Ver- 
trauen^ je zahlreicher und befriedigender die angestellten 
Beobachtungen oder Versuche über die Reihenfolge der 
Naturerscheinungen und die Werthe der zu suchenden* 
GhrÖBsen sind. Alle experimentellen Untersuchun- 
gen sind aber mit Fehlem behaftet^ welche von der 
UnvoUkommenheit unserer Sinne und von der Unzuver- 
lässigkeit der von uns gebrauchten Instrumente herrühren; 
jedoch gewähren uns die verschiedenen Beobachtungen, 
je nach der Geschicklichkeit der Beobachter und der 
ihnen zu Gebote stehenden Mittel^ verschiedene Annähe- 
rungen zur Wahrheit. Wenn auch viele Beobachtungen 
von gleicher Güte, die aber unter verschiedenen Verhält- 
nissen angestellt wurden ; vorhanden sind, so kann die 
Verbindung einiger derselben zu einem genauem Resul- 
tate fuhren als andere. Um nun diese Beobachtungen 
auf die vortheilhafteste Weise benutzen zu können, 
muss man die Zuverlässigkeit sowol der Beobachtungen 
selbst^ als auch die aus ihnen gefolgerten Schlüsse rich- 
tig zu prüfen verstehen. Ebenso unumgänglich noth- 

wendig sind auch die Regeln, nach denen man die'ge- 
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suchten Ghrössen berechnen kann^ welche dem möglichst 
geringsten Emflusse der Beobachtungsfehler unterworfen 
sind. Alles dieses erklärt uns die mathematische Theorie 
der Wahrscheinlichkeit in ihrer Anwendung auf die Er- 
kenntniss der Natur. 

So verfeinerte Berechnungsmethoden bedürfen aber 
hauptsächlich solche Wissenschaften, in welchen die 
Theorie imd die Praxis zu gleicher Höhe der Ausbildung 
geführt worden sind. Zu einer solchen Ausbildung ge- 
langten in der Jetztzeit die Astronomie und Geo- 
däsie, daher finden wir auch in ihnen die hauptsäch- 
lichste Anwendung der* Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Die bewunderungswürdige Genauigkeit der astronomischen 
Tafeln ist nicht nur eine Folge der Sicherheit der theo- 
retischen Begründung oder der Güte der gemachten Beob- 
achtungen, sondern auch eine Folge der Zuverlässigkeit der 
Hilfsmittel durch die die wahrscheinlichsten Elemente der 
Tafeln aus der Menge mannigfaltiger Beobachtungen ge- 
funden worden sind. Es würden daher die bedeutenden 
•Fortschritte in der Construction geodätischer Insrumente, 
sowie die bewunderungswürdige Feinheit, mit welcher 
gegenwärtig die trigonometrischen Vermessungen ausge- 
führt werden, nutzlos gewesen sein, wenn nicht gleich- 
zeitig eine entsprechende Verbesserung in den Berech- 
nungsmethoden stattgefiinden hätte. 

Bevor es den Geometern gelang die Theorie zur vor- 
iheilhaftesten Berechnung der Beobachtungen au&ufinden, 
gab es Astronomen, welche aus den Beobachtungen die 
genauesten Besultate zu entnehmen verstanden. Indem 
die die angenähert bekannten Zahlenwerthe der gesuchten 
Grössen benutzten, stellten sie Bedingungsgleichungen 
üswischen den Beobachtungsgröesen und den Verbesserun- 
gen auf, welchen vorläufig die angenommenen Werthe 
der gedachten Grössen beigelegt wurden, und lösten diese 
Gleichungen dann durch verschiedene particuläre Ver- 
gleidiungen. Eins der gelungensten Beispiele ähnlicher 
Berechnung- lieferte um die Mitte des 18. Jahrhunderts 
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der berühmte Göttinger Astronom Tobias Mayer, in- 
dem er die für die damalige Zeit ausgezeichneten Tafehi 
für die Bewegung des Mondes zusammenstellte. Aber in 
diesem Falle wie in allen andern hing der Erfolg gröss- 
tentheils von dem besondem Scharfsinn der Berechner 
ab; denn bis zu Anfange des 19. Jahrhunderts gab es 
keine allgemeine Anleitung zur Lösung von Fragen, in 
welchen die Anzahl der Beobachtungen die Zahl der ge- 
suchten Ghrössen überstieg. Den ersten Versuch einer 
solchen Anleitung finden wir in der Abhandlung Le- 
gendr es, die in den Arbeiten der Pariser Academie der 
Künste vom Jahre 1806 unter dem Titel: „Nouvelles me- 
thodes pour la determination des orbites des com^tes" ab- 
gedruckt ist. Jedoch muss bemerkt werden, dass Q-auss 
unabhängig von Legendre selbst diese Resultate erzielte 
und sie seit dem Jahre 1795 benutzte, ohne dieselbe der 
Oeffentlichkeit zu übergeben. (Theoria motus corporum 
coelestium Liber 11. Sect. IH, p. 221.) 

Laplace bewies die Richtigkeit dieser Regeln für 
die am häufigsten in der Praxis vorkommenden Fälle, — 
namentlich wenn die gesuchten Grössen aus einer gros- 
sen Anzahl Beobachtungen abgeleitet werden. Diesem 
grossen öeometer und besonders Gauss verdanken wit 
die ausgedehntesten Anwendungen der mathematischen 
Wahrscheinlichkeitstheorie zur Berechnung astronomischer 
Beobachtungen und geodätischer Vermessungen. Gauss 
überblickte und löste mit grosser Genauigkeit die ver- 
wickeltsten hierhergehörigen Aufgaben so klar und ein- 
fach, als es das Wesen der Sache selbst gestattete. Hierbei 
entfaltete sich im vollkommensten Glknze der Scharfsinn 
des genialen Mathematikers, welcher in hohem Grade 
sowol die Theorie als die Praxis beherrschte, wodurch er 
auch in beiden die wichtigsten Vervollkommnungen schuf. 

Zur Verbreitung der Gauss sehen Theorie diente be- 
sonders die vortreffliche Abhandlung des Berliner Astro- 
nomen Encke, welche in dem Berliner astronom. 

1* 



Jährbuche von 1834 — 1836 enthalten ist*) Theil- 
weise Verbesserungen der Berechnungsmethoden waren zu 
verschiedenen Zeiten von Bessel, Hansen^ Jacoby und 
W. Struve vorgeschlagen worden, welchem letztem wir 
besonders die Methoden zur Berechnung geodätischer Ver- 
messungen verdanken. 

Die allgemeine Theorie der Wahrscheinlichkeit und 
ihre Anwendung zur Berechnung der Beobachtungen ist 
in russischer Sprache in dem ausgezeichneten Werke des 
Academikers Buniakowsky enthalten. Auch finden wir 
die erwähnte Anwendung in dem Cursus der hohem und 
niedem Geodäsie des Generalen A. G. Bolotow er- 
läutert. **) 



*) Da dieselbe aber nicht besonders abgedruckt und aus die- 
sem Grunde nicht Allen zugänglich ist, so musste dem grössern 
Publikum es sehr willkommen sein, in Fischers Lehrbuche der 
höhern Geodäsie, die Enckesche Abhandlung fast wörtlich mit 
einigen neuen Zusätzen und namentlich in grösserer Uebersicht 
wiederzufinden. 

**) In deutscher Sprache verdienen noch folgende Werke über 
diesen Gegenstand der Erwähnung: • 

Di eng er, Ausgleichung der Beobachtungsfehler nach der Me- 
thode der kleinsten Quadrate. Braunschweig 1867. 

Zech, Methode der kleinsten Quadrate. Tübingen 1857. 

Auch in Kunzes Studien der hohem Physik ist ein Abschnitt 
diesem Gegenstande gewidmet 



I. Capitel. 

Berechnung von Beobachtungen, die über eine unbe- 
kannte Grösse angestellt sind. 



1) Einleitende BegrifiPe über mathematische Wahrscheinlichkeit. 

« 

§ 1. Mathematische Walirscheinlichkeit irgend eines Mathemati- 
Ereignisses nennt man das Verhältniss der Anzahl Fälle, acheiniiSkeit 
die einem Ereignisse günstig sind, oder solcher, bei wel- eines 
eben es eintreffen kann, zur Gesanmitzahl all^r möglichen '^®*^"^®®- 
FäUe, die das erwartete Ereigniss gestatten und ausschlies- 
sen; wobei vorausgesetzt wird, dass jeder der erwähnten 
Fälle gleich möglich ist. Daher wird die Wahrscheinlich- 
keit stets durch einen Bruch ausgedrückt, in welchem der 
Zähler die Anzahl der günstigen, der Nenner dagegen 
die Aiizahl aller gleichmöglichen Fälle enthält. Wenn 
alle Fälle ohne Ausnahme einem Ereignisse günstig sind, 
so verwandelt sich der Bruch in die Einheit und stellt 
uns alsdann die Unzweifelhaftigkeit oder die Gewissheit 
des erwarteten Ereignisses dar. 

Wenn dagegen nicht alle Fälle, die zum erwarteten 
Ereigniss fiihren, gleich möglich sind, so bestimmt man 
zuerst die Wahrscheinlichkeit jedes Falles besonders; als- 
dann wird die Summender Wahrscheinlichkeiten der ein- 
zelnen, diesem Ereigniss günstigen Fälle, gleich der 
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses selbst sein. 

Unter dem Namen eines zusammengesetzten Ereig- Zusammenge- 
nisses versteht man ein solches, welches aus dem gleich- ^ ^*^ 
zeitigen Stattfinden mehrerer anderer Ereignisse besteht 
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Wenn diese letztem unabhängig von einander sind, so 
Wahrschein- wird die Wahrscheinlichkeit des zusammengesetzten Er- 
zusammenge- eigmsses gleich sein dem Producte der Wahrscheinlich- 
ßetzten Ereig- keiten der einzelnen Ereignisse, die das zusammengesetzte 
bilden. Denn nehmen wir z. B. an, dass das erwartete Ereig- 
niss aus 3 besondern oder einfachen Ereignissen bestehen 
soll und wenn a, b, c die Zahl der günstigen, p^ q^ r dagegen 
die Zahl der ungünstigen Fälle beim Auftreten des 1., 
2., 3. Ereignisses darstellen, so werden, unter der Vor- 
aussetzung, dass alle Fälle gleich möglich sind, die Brüche 

— ; — , , — ; — , — ; — dic cinzclnen Wahrscheinlichkeiten 
a + p' b + q' c+r 

des 1., 2., 3. einfachen Ereignisses ausdrücken. Wegen 

der Unabhängigkeit des ersten dieser Ereignisse von allen 

übrigen, kann man mit gleichem Rechte hoffen, dass es sich 

ebenso leicht mit dem 2. Ereignisse, wie mit irgend einem 

andern vereinigen kann. Daher muss die Wahrschein^ 

lichkeit der Verbindung des 1. und 2. Ereignisses, in der 

festgesetzten Ordnung, sovielmal kleiner denn — ^ — sein, 

als die Zahl, der dem 2. Ereigniss günstigen Fälle b klei- 
ner denn die Zahl aller Fälle b + qist, die das Ereig- 
niss gestatten und ausschliessen. Hieraus schliesst man, 

dass die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung deß* 1. und 

a b 

2. Ereignisses ffleich — - — . , . - sein muss. Dieses Zu- 

a+p b + q 

sammenfallen der ersten beiden Ereignisse kann man wie- 
derum mit einem 3. oder mit irgend einem andern Er- 
eignisse verbinden, und wenn man ähnlich wie früher 
schliesst, überzeugt man sich, dass die Wahrscheinlich- 
keit des 1., 2. und 3. Ereignisses zusammen, sovielmal 

kleiner denn — ; — . , — ; — sein muss, als c kleiner dena 

a+p b+q ' 

c+r ist: d. h. die Wahrscheinlichkeit ist fi^leich — ; — . 

^ a+p 

b c 

xT-, — • — ; — oder gleich dem Producte der Wahrschein- 

b + q c + r ^ 

lichkeiten der einfachen Ereignisse Genau auf dieselbe 



Weise beweist man die Richtigkeit der angeführten Regel 
für jede beliebige Anzahl einfacher Ereignisse. 

Folglich muss die Wahrscheinlichkeit, dass ein Er- 
eigniss, dessen einfache Wahrscheinlichkeit = w ist, nmal 
hinter einander eintreflfen wird, gleich w° sein. 

§ 2. In dem vorher Gesagten wird die absolute «r^^**!^^ 
Wahrscheinlichkeit irgend eines Ereignisses verstanden; Uchkeit einer 
man kann aber die Erwartung zweier oder mehrerer Er- Begebenheit. 
eignisse mit einander vergleichen und die relative Wahr- 
scheinlichkeit einer Begebenheit in Bezug auf die andere su- 
chen. Wenn z. B. eine Urne m weisse, n schwarze und v rothe 
Kugeln enthält und man zieht eine Kugel heraus, so ist die 
absolute^ Wahrscheinlichkeit der Ziehung einer weissen 

Kugel = — ; ; — einer schwarzen =^ — ; ; — : wenn 

m-+-n-+-v m+n+v' 

man aber die Erwartung des Erscheinens der weissen 
Kugeln mit der Erwartung des Erscheinens einer schwar- 
zen Kugel bei der ersten Ziehimg vergleicht, so kann 
man alle Ziehungen der rothen Kugeln ausser Acht lassen 
und es werden dann im Ganzen nur m-|-n Fälle sein, 
aus welchen m dem ersten und n dem zweiten Ereignisse 
günstig sein werden. Die relative Wahrscheinlichkeit des 
ersten und zweiten Ereignisses wird also respective 

m ^ n ^ > 

und — : — oder 



m-f-n m + n 

( ^^ ) 

\m-J-n+v/ 



m+n+v/ , m + n+v 



Vm + n + v m-f-n+v/ m+n+v m-f-n-|-v 

seiQ, d. h. man findet die relative Wahrscheinlichkeit, 
wenn man die absolute Wahrscheinlichkeit eines Ereig- 
nisses durch die Summe der absoluten Wahrscheinlich- 
keiten dieses und eines andern Ereignisses, welches man 
mit dem ersten zu vergleichen wünscht, dividirt Wahrschein- 

§ 3. Verschiedene Begebenheiten können entweder hängiger und 
gegenseitig unabhängig sein, oder in einer gewissen Weise unabhängiger 
«ine von der andern abhängen. Wenn z. B, in einer *^ten" **' 
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Urne m weisse und n schwarze Kugeln enthalten sind; 
so muss man zwei besondere Arten der Ziehung unter* 
scheiden: entweder die herausgezogene Kugel wird^ nach 
Anmerkung ihrer Farbe, in die Urne zurückgelegt, oder 
sie wird nicht mehr zurückgelegt. Im ersten Falle bleibt 
das Verhältniss der Zahl der weissen zur Zahl der schwar- 
zen, in der Urne enthaltenen Kugeln bei der 2., 3. u. s. w. 
Ziehung immer dasselbe, so dass die Ziehungen Ereig- 
nisse bilden, welche von einander unabhängig sind; folg- 
lich werden — ; — , ( — ; — ) , ( — ; — 1 etc. die Wahr- 

m-|-n \m+n/ \m-|-n/ 

scheinlichkeit ausdrücken, bei einer, bei zwei, bei drei 
etc. aufeinanderfolgenden Ziehungen der weissen Kugeln. 
Im zweiten Falle verändert sich das erwähnte Verhältniss 
mit jeder ^Ziehung. Also vorausgesetzt, dass bei dem er- 
sten Zuge eine weisse Kugel gezogen wird, — ein Er- 

eiffniss dessen Wahrscheinlichkeit = — ; — ist, so wer- 
° • m+n ' 

den dann in der Urne m — 1 weisse und m — l-+-n Ku- 
geln überhaupt sein; folglich die Wahrscheinlichkeit, dass 
nach der ersten Ziehung auch bei der zweiten eine weisse 

Kugel zum Vorschein kommt, ist = 7 — ■ — ^-4 — ; — - — ^r . 
^ ^ (m+n) (m-f-n — 1) 

Daraus lässt sich schliessen, dass die Wahrscheinlichkeit 
der Verbindung von zwei von einander abhängigen Er- 
eignissen, gleich dem Producte aus der Wahrscheinlich- 
keit des ersten Ereignisses und der Wahrscheinlichkeit 
des Eintreffens des zweiten Ereignisses nach dem Er- 
scheinen des ersten ist. 
Wiederholung § 4. Bei wiederholten Versuchen, um verschieden- 
eines Ereig- qj^q Ereignisse zu beobachten, können viele zufällige 
fortgesetzten Verbindungen dieses Ereignisses eintreffen. So z. B. bei 
Versuchen, mehrmaligen Zügen von gleich grossen, verschiedenfar- 
bigen Kugeln, welche man aus einer oder mehreren Ur- 
nen herausnimmt, und nach J^dem Zuge wieder in die 
entsprechende Urne zurücklegt, damit das Verhältniss iu 
der Zahl der Fälle jeder Art unveränderlich bleibt, kön- 



nen verschiedene gefärbte Kugeln in verschiedener Ord- 
nung zum Vorschein kommen. — Betrachten wir der 
Kürze wegen erst die Umstände^ wenn nur zwei Ereig- 
nisse A und B möglich sind; z. B. die Züge aus einer 
Ume> welche m weisse und n schwarze Kugeln enthält; 
A möge sich auf die Ausziehung einer weissen und B auf 
die Ausziehung der schwarzen Kugeln beziehen. Fragt 
maU; wie gross ist die Wahrscheinlichkeit^ dass bei den 
ersten zwei Zügen die weisse Kugel herausgezogen wird; 
oder das Ereigniss A zweimal eintrifFfc^ so ist offenbar^ 
dass bei jeder Ziehung m+n Fälle gleich möglich sind, 
weil nach jedem Zuge die Kugel in die Urne zurückge- 
legt wird; jeder von diesen wi + w Fällen kann sich mit 
in+n Fällen bei der zweiten Ziehung verbinden; folg- 
lich werden dabei (m+n).(m+n) verschiedene Com- 
binationen oder Fälle entstehen. Ebenso werden, sowohl 
bei der ersten, als auch bei der zweiten Ziehung m Fälle 
dem Ereignisse A günstig sein und folglich bei zwei Zie- 
hungen m • m Fälle entstehen, die dem Ereignisse A gün- 
stig sind. Verbindet man die m günstigen Fälle für A 
mit den n günstigen Fällen fiir B, so bekommt man m . n 
Fälle, welche das zusammengesetzte Ereigniss AB mög- 
lich machen und ebenso viel für das Ereigniss BA; end- 
lich werden noch n . n Fälle entstehen, die der Verbin- 
dung B . B, oder für die Herausziehung der schwarzen 
Kugeln in jedem der zwei Züge günstig sind« Wenn 
man daher die aufeinanderfolgenden AB und BA nicht 
von einander unterscheidet, so werden den zusammenge- 
setzten Ereignissen AA ABundBA BB 

die Wahrscheinlichkeiten 7 — ; — ^ , 7 — ; — c^ 7 — ; — r^ 

(m-f-n)2 (m+n/ (m+n)* 

entsprechen, die Zähler dieser Brüche sind die Glieder 

der 2. Potenz des Binoms (m-f-n); die Summe derWahr- 

scheialichkeiten ist == 1, da in zwei Zügen gewiss eine 

der erwähnten Verbindungen stattfindet. 

Auf dieselbe Weise erhält man bei drei Versuchen 
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oder Ziehungen aus der Ume^ dasg zu den Verbindungen 
(A A A> (AAB, ABA und BAA) (BBA, BAB, ABB) BBB 

die Wahrscheinlichkeiten 

m* Sm^n 3mn* n^ 

(m + n)« (m+n)» (m+n)» (m+n)» 

gehören, wo wieder die Glieder der dritten Potenz des 

Binoms vorkonunen. 

' Daraus lässt sich im Allgemeinen schliesseU; dass 
wenn man das Binom (m+n) in die Potenz p erhebt 

und der Kürze wejscen — , — = a, — ; — = b setzt, so 

° m+n m+n 

wird in der Entwickelung des Binoms (a-f-b)P oder in 

der Reihe: aP +paP-ib+2Y^^ aP-^b« + 

p(^(l^2)...(p-q+l) ^^^; _^ pabP-i+bP 

l.A.U Q 

das 1. Glied oder aP die Wahrscheinlichkeit des p mali- 
gen Eintreffens des Ereignisses A in p Versuchen, das 
2. Glied oder paP— *b die Wahrscheinlichkeit des p — 1 
maligen Eintreffens des Ereignisses Aund das einmalige 
Eintreffen des Ereignisses B u. s. w. ausdrücken; das 

aUgemeine GUed p(p— » » » (p— q+1) ^p.<, ^^^ ^^^j^^ 
■ ^ 1 . 2 .... q 

die Wahrscheinlichkeit aus, dass A sich p — q mal und 
B q mal in p Versuchen ereignet. 

Ebenso findet man, dass wenn mehr als zwei Er- 
eignisse, also ausser A und B noch C, D . . . . S mög- 
lich sind, und a, b, c, d . . . . i die einfachen Wahrschein- 
lichkeiten jedes der Ereignisse A, B, C, D, . . . . S be- 
deuten, bei p Versuchen, das Polynom (a-|-b + c+...i) 
in der Potenz p erhoben, die Reihe geben wird, in wel- 
cher das aUgemeine Glied 

1 . 2 . 3 . . . p a« . b<^ . cy i^ 

1.2.3...cr»1 .2.3...j(?.1.2.3...2'..«.l , 2 . o » , • 7] 
ist, wo «-+-/? + y 4- ••• ^ = P; die Wahrscheinlichkeit aus- 
drückt, dass A ofmal, B /?mal, ymal . , . S lymal- sich 
in p Versuchen wiederholen. 
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Nehmen wir die Summe mehrerer aufeinander fol- 
gender Glieder der Entwickelung des Binoms (a+b)? von 
dem Gliede an, in welchem a in der Potenz p — q Ws 
zum Gliede; in welchem a in der Potenz p — (q+ß) ein- 
tritt^ so bezeichnet diese Summe die Wahrscheinlichkeit, 
däss A nicht häufiger als p — ^ und nicht weniger als 
p— (q+s) mal in p Versuchen vorkommt. Es sei in 
der Entwickelung des Binoms (a-f-b)^ das allgemeine 

GHed Q= P(P~^^ - ' ( Pz^q+i) a'^-^ b^ : das voran- 

1..2..o..q 

gehende Glied P und das nachfolgende Glied R erhält 

man, wenn im Ausdrucke für Q, q — 1 und q+1 statt 

q genommen werden; folglich 

H'---r-").- "* t=(^^ 

sollte Q grösser als P und R sein, so wird (p — q 
-H j) b >> q a und (q + 1) a > (p — q) b. Nun ist 

q-f-1 
näher man zum ersten Gliede aP selaned: ^ ist aber 

ae*^.>,«..„,i., d.M..«.» ».^Tl .=...» 

Gliede b^ kommt. Ist also N das Glied, welches dem P zu- 
nächst vorangeht und S das Glied, welches dem Gliede R folgt, 

80 wird — ^t5>p i^d ^-^S; da aber ^]>1 und 5> J; 

80 ist P>N und R>S. — 

Die einfachen Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen 
Verbindungen A und B werden aber durch die entsprechen- 
den Glieder der Entwickelung des Binoms (a+b)P ausge- 
drückt; ist also K irgend ein Glied dieser Reihe und Q das 
grösste Glied, so wird die Verbindung der Erscheinungen, 
welche diesem Gliede Q entspricht, die wahrscheinlichste, 
weil ihre relative Wahrscheinlichkeit in Bezug auf die 
Verbindung, die sich auf irgend ein Glied K bezieht, 

dem Bruche ^ , w gleich sein muss, d. h. desto grösser, je 
kleiner K ist. Aus den Ungleichheiten (p — q+l)b>aq 
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und <aq + a)>(pb — qb), folgt (pb-|-b)>(a+b)q 
und (pb— »)<q(a+b); nun ist *=j^, ^=,;^» 

a+b=l; setzen wir p=r (m+n), so wird a= — '—, 
b=— ^; (pb+b=nr+b)>q und (pb— a==nr — ^aXq 

oder (ni^+^^)>q ™d (nr— ^^)<q.Daqeine 

ganze Zahl sein mnss, so niiiss q = nr nnd p — q=rm 
Bein. Wir können daraus schliessen, dass die wahr- 
'scheinlichste Verbindung der Ereignisse A und B in 
r(m+n) Versuchen, diejenige ist, die proportional ihrer 
eigenen Wahrscheinlichkeit sich wiederholen, d. h. die 
bei A rm mal und B m mal eintreffen. Eine solche Ver- 
bindung bezieht sich dann auf das grösste Glied in der 
Entwickelung des Binoms (a-f-b)'^"+"5, oder auf das 
Glied, welches a™ b™ enthält 

Bei einer geringen Anzahl von Versuchen können 
zwar die weniger wahrscheinlichen Ereignisse öfter zum 
Vorschein kommen, als man es erwartet Da aber mehr 
Fälle vorhanden sind, die das Eintreffen wahrscheinlicher 
Ereignisse begünstigen, so werden mit der Yeignisserang 
der Versuche auch die Wiederholungen der Ereignisse 
mehr Gelegenheit haben, proportional den sie begünsti- 
genden Fällen zu erscheinen. Die Zahl der Wiederho- 
lungen verschiedener Erscheinungen nähern sich desto 
mehr der Proportionalität ihrer Wahrscheinlichkeiten, je 
mehr Versuche gemacht werden, Jacob Bernoulli hat 
bewiesen, dass die Anzahl der Versuche hinlänglich ver- 
grössert werden kann, damit man der Gewissheit beliebig 
nahe kommt, dass das Verhältniss der Zahl der Wieder- 
holungen eines Ereignisses, zu der Zahl der Versuche, 
sich nicht innerhalb gegebener Grenzen von der Wahr- 
lichkeit eines schoinlichkeit dieses Ereignisses unterscheidet 
Ereignusesans § 5, "W^ir haben bis jetzt von solchen Ereignissea 
machten ^Er- gesprochen, für welche, die ihnen günstigen und ungün- 
fabningen. stiren Fälle, sich aus den Eigenschaften der Aufgab^ 
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selbst; inathematiflch berechnen lassen; ihre Wahrschein- 
lichkeiten werden dann a priori bestimmt. Bei den Unter- 
suchungen auf dem Gebiete der physikalischen Wissen- 
schaften; sind wir dagegen nicht im Stande theoretisch alle 
Fälle anzugeben; welche ein Phänomen hervorbringen 
oder ihm entgegenwirken; und sind daher gezwungen) 
über die Wahrscheinlichkeit der Erwartung eines Ereig- 
nisses aus den bereits gemachten Erfahrungen zu schliessen. 
Die Wiederholungen dieses Ereignisses bei einer grossen 
Anzahl von Beobachtungen bieten uns ein Mittel dar; um 
verschiedene Hypothesen oder Voraussetzimgen über die 
Umstände; welche das erwartete Ereigniss bedingen; zu 
prüfen und die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses zu 
berechnen. — Es seien z. B. in einer Urne, welche 
5 Kugeln enthält, einige derselben weiss, die andern 
schwarz, wobei es aber unbekannt ist wieviel von jeder 
Farbe. Nehmen wir an, dass man mehrere Mal eine 
Kugel herausgezogen und nach jedem Zuge dieselbe wie^ 
der in die Urne zurückgelegt hat, so kann man die Zu- 
lässigkeit der verschiedenen Hypothesen über die Anzahl 
der in der Urne enthaltenen weissen und schwarzen Ku- 
geln prüfen. Wenn z. B. in 4 Ziehimgen 3 weisse und 
eine schwarze Kugel zum Vorschein kommen, so werden 
4 Hypothesen möglich sein; eine jede derselben wird die 
Wahrscheinlichkeit a für irgend eine Ausziehung der 
weissen Kugel und die Wahrscheinlichkeit i für die Aus- 
ziehung der schwarzen Kugel geben. Diese Hypothesen 
sind: 

1) 4 weisse und 1 schwarze Kugel 

2) 3 „ ;; 2 „ „ 

3) 2 „ ;; 3 . ;, „ 

■*) ^7} 7) ^ }) )f 

Es wird alsO; entsprechend der 

1. Hypothese a = */5 und b^^Yg 

2. „ a = 75 ;, b = /ö 

3. „ a ==i 75 „ . b = /5 

-4, " ;, a=V5 „ h = % 



u 

Jede dieser 4 Hypothesen giebt die Wahrscheinlich- 
keit von der Verbindung von 3 Eintreffen der weissen 
Kugehi mit einem der schwarzen in 4 Zügen; bezeichnet 
man die entsprechende Wahrscheinlichkeit dnrdh Pi, Pn, 
Ffiif PiT tmd bemerkt dabei, dass eine jede von ihnen 
gleich dem 2. Gliede in der Entwickelang (a-|-b)^, d. h. 
dem Gliede 4 a^b ist, so kommt bei der 

1. Hypothese P, = — 



2. ff Pii — ^=^^ 



2[6 
625 



. p _ 96 

ö. „ ^ra — 025 

4 P -^^ 

Folglich ist die 1. Hypothese die währscheinUchste, 
weil sie das beobachtete zusammengesetzte Ereigniss eher 
erwarten lässt, als jede andere Hypothese. Es ist also 
natürlich anzunehmen; dass die Wahrscheinlichkeiten der 
Hypothese proportional sind, den, nach diesen Hypothesen 
berechneten Wahrscheinlichkeiten des beobachteten Er- 
eignisses. In unserm Beispiele müssen die Wahrschein- 
lichkeiten der Hypothesen den Brüchen -^oZ^ ßöE; ^9^ 

Iß 

und -^F proportional sein und können durch 256 K, 216K, 

96 K und 16 K ausgedrückt werden, wo K ein, für diese 
4 Hypothesen constanter Coefficient ist. Die Summe: 
256K + 216K + 96K + 16 K giebt die Wabrscheinüch- 
keit; dass eine der 4 erwähnten Hypothesen die richtige 
ist, worüber auch kein Zweifel sein kann; also muss diese 

Sunnne =1 sein; oder K= ^^^_^^^g^_^^g^ t6 = ^- 

Die Wahrscheinlichkeiten der Hypothesen, insofern sie 
aus der beobachteten Verbindung der Erscheinungen fol- 
gen, werden durch die Verhältnisse r^ri, ^öt^ cöt^ m 
^ ' 584' 584' 584' 5S4 



oder 
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Pi Pii 



Pi + Pii + Pill + Pi V Pi + Pii + Pill + Piv ' 
Pni Piv 



Pi+Pii+Pm+Piv ' Pi + Pii+Pm + Piv 
ausgedrückt. 

Eine ähnliclie Bestimmung wird man in andern Fäl- 
len finden und kann im Allgemeinen annehmen , dass 
die Wahrscheinliclikeit einer Hypothese dem Bruche 
gleich ist, in welchem der Zähler die aus dieser Hypo- 
these a priori berechnete Wahrscheinlichkeit der bereits- 
beobachteten Erscheinung ist, imd der Nenner die Summe 
ähnUch berechneter Wahrscheinlichkeiten derselben Er- 
scheinung aus allen möglichen Hypothesen. 

Bevor sich in Wirklichkeit irgend eine Erscheinung Wahrschein- 
zeigt, kann es geschehen, dass mehrere gleichwahrschein- ^»<^^«i* ^ß«^- 
liche Hypothesen über die, dieser Erscheinung günstigen Hypothesen, 
und ungünstigen Fälle zulä.ssig sind. Nehmen wir an, (öaussschcr 
dass sich nach der einen dieser Hypothesen m Fälle er- 
geben^ die der erwarteten Erscheinung günstig und n die 
ihr ungünstig rind, aber nach einer andern HypoUieBe ' 
mögen m' Fälle eben derselben Erscheinung günstig und 
n' ungünstig sein. Ausser diesen zwei Hypothesen mögen 
aber noch andere existiren und bezeichnen wir mit m" 
and n" die günstigen und ungünstigen Fälle, auf die wir 
alle übrigen Hypothesen, die von den beiden oben er- 
wähnten verschieden sind, zurückfuhren können; so wer- 
den, unter der Voraussetzung, dass alle Fälle gleich mög- 

Keh sind, die Brüche — ; — und — -- — -, welche mit der 
' m+n m'-f-n' 

1. und 2. Hypothese übereinstimmen, die Wahrscheinlich- 
keit der erwarteten Erscheinung darstellen. Der Grad 
des Vertrauens zu den Hypothesen muss zugleich mit der 
Wahrscheinlichkeit dieser Hypothesen wachsen. Setzt 
man aber m+n-hm'-t-n'+m"4-n"=:s, so werden die 
Wahrscheinlichkeiten der 1. u. 2. Hypothese, die unab- 
^i^gig von der Beobachtung bestimmt sind^ durch die 
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Brüche und — dargestellt, denn in der voll- 
ständigen Anzahl von s Fällen befinden sich m+i^ und 
m'+ii' Fäll^, die. die 1. und 2. Hypothese gestatten. 
Ninunt man jedoch an, dass beide Hypothesen gleich 
wahrscheinUch sind, so wird m+n=m'+n'; wenn aber 
in Folge der Beobachtung die erwartete Erscheinung wirk- 
lich stattfindet, so ist weiter keine NoÜiwendigkeit vor- 
handen, die der Erscheinung widersprechenden oder sie 
ausschliessenden Fälle zu betrachten. Auf diese Weise 
können wir nach den Beobachtungen die Wahrscheinlich- 
keiten der 1. u. 2. Hypothese durch die Brüche 



m 



m+m'+m" 



m' 
u^d — ; — -— — - bestimmen, welche sich zu einander 
m+m' + m" ' 

wie m : m' oder da m+n=m'-f-n' ist, wie — ; — : — r-; — ;, 

' m+n m'+n" 

verhalten. Hieraus schliessen wir, dass, wenn über irgend 
eine Erscheinung zwei Hypothesen gemacht sind, die 
gegenseitig eine die andere ausschliessen und vor Anstel- 
lung der Beobachtungen gleich wahrscheinlich scheinen, 
so müssen nach den Beobachtungen die Wahrschein- 
lichkeiten beider Hypothesen proportional derjenigen Wahr- 
scheinlichkeiten der gegebenen Erscheuiilngen sein, welche 
unabhängig von der Beobachtung bestimmt, sich nur auf 
die angenommenen Hypothesen gründen. 
Wahrschein- § ^* Wenn man die Wahrscheinlichkeit eines Er- 

keit des eignisses verlangt, welchem mehrere Hypothesen zugleich 

fenTeines be- S^^^S^^^ ^^ ^^^ sie der Summe der Wahrscheinlich- 

reits beobach- keiten dieser Hypothesen gleich sein. 
*^*nu«!s!*^ Hat man den Grad der Zuverlässigkeit der Hypo- 

thesen bestimmt, so kann man auch die Wahrscheinlich- 
keit eines neuen Eintreffens des bereits beobachteten Er- 
eignisses berechnen. Es sei. z. B. die Wahrscheinlichkeit 
verlangt, dass, nachdem schon 3 weisse Kugeln und 1 
schwarze in 4 Zügeti zum Vorschein kamen, in der Art, 
wie wir in "unserm vorigen Beispiel § 5 erwähnt haben, 
bei einer noch vorzunehmenden 5. Ziehung eine weisse 



S. 
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Kugel heraufgezogen werde. Wir haben dann wieder 
unsere 4 Hypothesen, und wenn- wir die Wahrscheinlich- 
keit des zu erwartenden Ereignisses aus der 1., 2., 3. 
und 4. Hypothese berechnen und respective durch ^^, tit", 
Tt"^, 7t^^ bezeichnen; so wird bei der 
I.Hypothese n^ =Vb) die Wahrscheinlichkeit dieser Hy- 

pothe8e=Pi =ggj 

2. Hypothese 7t^ =^/b} die Wahrscheinlichkeit dieser Hy- 

pothese=P« =gyj 

3. Hypothese 7t^^^ = ^/^] die Wahrscheinlichkeit dieser Hy- 

pothese = P^'^ = ^XJ 

4. Hypothese 7t^^= V5; die Wahrscheinlichkeit dieser Hy- 

pothese = P^v := ^^ 

Jede dieser Hypothesen ist als ein besonderes, vor- 
ausgesetztes Ereigniss zu betrachten; die Wahrscheinlich- 
keit der Verbindung eines von solchen Ereignissen mit 
dem Eintreffen der erwarteten Erscheinung, muss also 
nach der Regel berechnet werden, welche sich auf die 
zusammengesets^n Ereignisse bezieht. — Das Product 
P^^* bezeichnet dann die Wahrscheinlichkeit, dass wenn 
die erste Hypothese zugelassen, auch die erwartete Er- 
scheinung zutreffen wird; die Producte P°7ir", P^tt'", 
piv^iv haben ähnliche Bedeutungen bei 2, 3 und 4 Hy- 
pothesen. In unserem erwähnten Beispiele ist die Summe 

aller solcher Producte =^000 ^^^^ th und giebt die 
Wahrscheinlichkeit der Ausziehung einer weissen Kugel, 
bei der noch vorzunehmenden 5. Ziehung. — Es ist leicht 
mzusehen, dass dieselbe Regel für eine beliebige Anzahl 
von Hypothesen gilt. Im Allgemeinen erhält man die 
Wahrscheinlichkeit eines neu zu erwartenden Ereignisses, 
indeiü man alle Hypothesen untersucht, welche dieses 
Ereigniss zulassen, die Wahrscheinlichkeiten derselben 
aus den bereits beobachteten Erscheinungen herleitet und 
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die Summe aus den Producten der WalirBcheinliehkeit 
jeder Hypothese und der, aus dieser Hypothese hervor- 
gehenden Wahrscheinlichkeit des neuen Ereignisses be- 
rechnet. Eine solche Summe ist die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit 

Die erste Anleitung zur Bestimmung der Wahrschein- 
lichkeiten a posteriori, oder nach Erfahrungen, verdanken 
wir den englischen Gelehrten Bayes und Price (Philo- 
sophical Transactions for 1763 and 1764). Laplace hat 
allgemeine Formeln für diesen Zweck gegeben; später 
beschäftigten sich mit demselben Gegenstande Gauss 
(Theoria corp. coelest.), Poisson (Röcherches sur les pro- 
babilit^s des jugements) und M. Ostrogjradsky (M^lan- 
ges hiath. et astron. 1859). 
Die Wahr- § 7. In den physikalischen Wissenschaften betrach- 

scheiniichkeit tet man die Naturerscheinungen als von so vielen Haupt- 

fens einer zu- ^l^d Nebcnumständen abhängig, dasS SOWOl die An- 
sammenge- 2ahl der Ursachen derselben, als auch die Anzahl der 
scheinung. Fälle, Welche bei jeder Ursache das Eintreffen der Er- 
scheinung begünstigen, oder demselben en%egenwirken, 
nicht anders als ausserordentlich gross angenommen we^ip- 
den muss. Alsdann kann die Wahrscheinlichkeit der Er- 
scheinung alle »wischen und 1 liegende Werthe erhal- 
ten, welche den unendlich, vielen Hypothesen über das 
Eintreffen der Erscheinung entsprechen. — Es seien A 
und B zwei entgegengesetzte Ereignisse; m + n die An- 
zahl der gemachten Beobachtungen oder Versuche, in 
welchen A m mal und B n mal eingetroffen ist. Bezeich- 
net man mit d eine unendlich kleine Grösse, so können 
die verschiedenen Glieder der Reihe : d, 2d, 3d . . . . id 
die Wahrscheinlichkeiten darstellen, welche dem einma- 
ligen Eintreffen des Ereignisses A, in Folge der ver- 
schiedenen Hypothesen entspreohen; alsdann sind 1— <J, 
1 — 2ä, 1 — 3(J die dabei stattfindenden Walirscheinlich- 
keiten des einmaligen Eintreffens des Ereignisses B. Es sei 
noch K der Coefficient, welcher mit dem Producte a"* .b" 
in der Entwickelung des Binoms (a+b)™"^" verbunden 
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ist; dann wird die Wahrscheinlichkeit des m maligen Ein- 
treffens des Ereignisses A und des n maligen Eintreffens 
des Ereignisses B bei der erwähnten Hypothese folgenden 
Werth erhalten: 

Kd^(l — S)^^ K(2(J)"(1 — 2(J)«, K(3(J)«.(1 — 3d)'' 

K(i(J)»(l— icT)« . 
Das allgemeine Glied dieser Reihe kann durch 
Kx™.(1 — x)*» dargestellt werden. Die vorangehenden 
Glieder erhält man^ wenn manx±dx; x±2dx etc. statt 
X nimmt und dx als einen unendlichen kleinen Zuwachs 
von X betrachtet. Die Summe der aufeinander folgenden 
Glieder, oder das Integral zwischen den Grenzen x=0 
und x=l genommen, giebt uns die Summe der Wahr- 
scheinlichkeiten; wenn alle möglichen Hypothesen zuge- 
lassen werden; der Ausdruck x™(l — x)"dx bezeichnet 
aber die Wahrscheinlichkeit der erwähnten Verbindung 
der Ereignisse zwischen den unendlich naheliegenden 
Grenzen x und x-|-dx; aus der bereits erklärten Regel 

x™ (1 — x)" dx 
■ folgt also, dass ~~z{ , die Wahrscheinlichkeit 



1 x™(l— x)» 

«^0 



dx 



der Hypothese ist, bei welcher das einmalige Eintreffen 
des Ereignisses. A die Wahrscheinlichkeit hat, die nicht 
kleiner als x — ^^^^^^^ nicht grösser alsx+V^^x 
ist. Daraus folgt, dass der Ausdruck 



x™(l— x)«dx 
I x"(l— x)' 



dx 

die Wahrscheinlichkeit verschiedener Hypothesen giebt, 
bei welchen x nicht kleiner wie a und nicht grösser 
wie /? sein kann. Es ist auch leicht, die Wahrschein- 
lichkeit P zu bestimmen, mit welcher wir in den neuen 
p+q vorzunehmenden Versuchen erwarten können, dass 
A sich pmal und B qmal nochmals wiederholen wird. 
Vorausgesetzt, dass in irgend einer Hypothese x die ein- 
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fache Wahrscheinlichkeit des einmaligen EintreffenB toü 
A ist; dann wird die Wahrscheinlichkeit der genannten 
zusammengesetzten Erscheinung dem Ausdrucke 

(p+q) (p+q-0 '■'■ (q+2) (g+i) ^p(i_j), 

gleich sein. Multiplicirt man diesen Ausdruck mit der 

x™(l — x)™dx 
Wahrscheinlichkeit ~tj der Hypothese selbst^ 

I x"(l— x)°dx 

? 
so bekommt man die entsprechende Wahrscheinlich- 
keit der erwarteten zusammengesetzten Erscheinung. Die 
Summe ähnlicher Glieder auf alle Hypothesen ausge- 
dehnt, giebt die gesuchte Wahrscheinlichkeit P. Man 
erhält also 



P^ (p+q) (p+q- 1) > > - (q+2) (g+i) ^ 



I x"+P(l— x)'»-^dx 
•^0 



1 • 2 . 3 • . • • Q 

^ • -'- ^-dx 



I x°»(l — x)« 

•^0 



Grad der Zu- Wir können auf diese Weise den Grad der Zuver- 

yeriässigkeit Jäggigkeit der zukünftigen Erscheinung bestimmen, 
tigen Erschei- Wenn z. B. die Erscheinung A sich bei m+n Beobach* 
nung. tungen mmal wiederholt hat und man die Wahrschein- 
lichkeit berechnen will, dass in immittelbar darauf fol- 
genden Beobachtungen A noch einmal eintreffen wird; so 
braucht man nur in dem Ausdrucke fiir P; p = l und 

q=:0 zu setzen; alsdann erhält man 

»1 
x'n+i(l — x)«dx 






P= ^ 



I ^"»(1 — x)°dx 

Nun sind die unbestimmten Integrale 

' fx»" (l-~x)°dx= ''""^'^f7''^° I "1 , rx«»+Kl-x>-idx' 
J ^ ^ m+l m-4-lJ ^ ^ 



m+1 m-H-l 

fx^^+i (1— x)^-^ d X = ^""'"^ ^^ ~ ^^""^^ + 
J ^ ^ m-f-2 ^ 

^~ o Jx"+«(1— x)°~«dx u. s. w. 
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Dieses Verfahreu kann soweit foiigesetzt werden, bis 
der Factor (1 — x) eliminirt wird und da für die Grenz- 
werthe x=0 und x=l die GKeder -mit dem Producte 
xP(l — x)<» verschwinden, wo p und q irgend welche 
ganze Zahlen sind, so wird man durch aUmählige Sub- 
stitution erhalten: 

Tzc-fl ilY±l- '^^^-^^ ^""-^^ ....3.2.1 
Jo ^ ^ "^-(m+l) (m+2) .... (m+n+1)' 

fV,>4-in ^lnfa_ n(n-l)(n-2)....3.2.1 
Jo ^ ^ ''''~(m+2) (m+3) .... (m+n+2y 

I x"+i(l~x)'»dx 

folgUch P = 1^ = - "^-±1 . 

^ C^ m+n+2 

1 x«(l — x)»dx 

Dieses giebt uns die Wahrscheinlichkeit der Erwar* 
tung eines neuen Eintreffens des Ereignisses A, nachdem 
schon früher A mmal und B nmal in einer Reihe von 
m+n Beobachtungen bemerkt wurde. Ist in einer dieser 
Reihe A mmal hintereinander und B kein mal beobach- 
tet, so wird alsdann n=0 sein und man hat in diesem 
FaUe 

m + 2 
Nimmt man z. B. mit Laplace an, dass seit histo- 
rischen Zeiten circa 5000 Jahre oder 1826213 Tage ver- 
flossen sind, und an jedem derselben der Aufgang der 
Sonne beobachtet wurde, so mttsste die Hoffnung, dass 

sie auch morgen aufgehen wird, dem Bruche ^ 09^91 qJ To 

gleich sein, was der Einheit oder Gewissheit äusserst 
nahe kommt; die Zuverlässigkeit der Erwartung wird 
noch viel grösser, wenn man den Zusammenhang dieses 
Phänomens mit den allgemeinen Gesetzen der Bewegung 
der Himmelskörper in Betracht zieht. 

Wollte man die Wahrscheinlichkeit von P^ bestim- 
men, dass, nachdem A mmal hintereinander beobachtet 
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« 

wurde; noch pmal künftig eintreffen wird, alsdann ist 
n=0, q==0 und man hat: 
»1 «, 

^^ pi -xn + p + 1 l+--tj' 

Hat man endlich m mal hintereinander das Ereignis» 
A beobachtet, so erhält man die Wahrscheinlichkeit, dass 
man eher A, als ein entgegengesetztes Ereigniss B er- 



x"dx 
warten kann, indem man in den Ausdruck — r- 



/= 






x"dx 



die Grenzen a=V2 ^^^ ß = ^ setzt, damit eine grössere 
Wahrscheinlichkeit für A, als fttr B entsteht. In die- 
sem Falle ist die zu berechnende Wahrscheinlichkeit: 









x-^dx _1 l^flY-^' 

m +1 m+l\2/ _ _ /J_V^+* 

"""" 1 ~ \2) 

X™ dx 



m+1 

und sie kommt der Gewissheit sehr nahe, wenn m hin- 
längUch gross genommen wird. 

2) Von den Beobachtungsfehlern und dem Ausdrucke der Wahr- 
scheinlichkeit bei zufalligen Fehlern. 

Fehler. § 8. Irrthum oder Fehler einer Beobachtung ist der 

Unterschied zwischen dem wahren Werthe einer gesuchten 
Grösse und demjenigen Werthe, der aus unmittelbarer 
Messung dieser Grösse hervorgeht. Die Fehler der Beobach- 
tung theilen sich im Allgemeinen in zwei Hauptgattungen, 
konstante Zu der crstcn Gattung gehören Fehler, die durch 

Unzuverlässigkeit der Beobachtungsmethoden und Un- 
Vollkommenheit der dazu angewandten Instrumente ent- 
stehen; unter gleichen Umständen zeigen sie immer einen 
gleichen und constanten Einfluss, daher nennt man solche 



Fehler. 
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Fehler constante und dieselben können nicht durch 
zahlreiche Beobadhtungen allein beseitigt werden. Zur Zufällige 
zweiten Gattung von Fehlem gehören solche; die ohne ^ß^^®'- 
bestinunte Ordnung erscheinen und bald auf der einen^ 
bald auf der andern Seite entstehen; sodass einige von 
ihnen durch die entgegengesetzten Fehler anderer Beob- 
achtungen vermindert werden können. Solche Fehler 
nennt man zufällige und sind von der Unruhe oder 
Zitterung der Bilder der zu beobachtenden Gegenstände; 
von Erschütterungen des Instnunents und von vielen 
andern Ursachen abhängig; deren £infiuss im Allgemei- 
nen; wegen der Unkenntniss der Ursachen, keiner Vor- 
aosbestiiumung unterworfen werden kann. 

Die von den geschicktesten Künstlern angefertigten Das Ermitteln 
InBtmmente genügen niemals yoUständig den Bedingungen, ^"„^ ^tn- 
die man an sie stellt; und wenn wir die Richtigkeit der stanten 
Angaben solcher Instrumente annehmen, während sie in *^'^*''- 
Wirklichkeit mehr oder weniger unrichtig sind, so wer- 
den unsere Resultate dennoch constanten Fehlem unter- 
worfen sein. Solche Fehler äussern den schädlichsten 
Einfluss auf die Richtigkeit der Beobachtung, und daher 
muss man auf alle Art und Weise dieselben zu entdecken 
eich bestreben; dieses Ziel wird durch Ermittelung der 
Eigenschaften des Instruments und durch vollständige Be- 
stimmung der Grösse seiner verschiedenen Unrichtigkeiten 
erreicht. Alsdann wird es möglich sein den Einfluss 
der constanten Fehler theils dadurch zu beseitigen, dass 
man die Fehler aufsucht und sie darauf von den un- 
mittelbaren Angaben des Instruments ausschliesst, theils; 
dass man die Beobachtungen in 'solcher Reihenfolge an- 
ordnet, sodass die Unrichtigkeiten des Instruments zu- 
erst auf der positiven und darauf auf der negativen Seite 
wirken und auf* diese Weise keinen Einfluss auf das End- 
resultat der Beobachtung ausüben. In jedem speciellen 
Falle folgt man hierbei besondern Annahmen und daher 
kann die allgemeine Theorie der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung nicht die verschiedenen Regeln auseinander- 
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setzen, wie die constanten Fehler beseitigt werden. Diese 
Theorie setzt vielmehr voraus, dass die Beobachtungen 
schon von solchen Fehlem befreit sind und berücksich- 
tigt nur die zufälligen Fehler, zu denen man übrigens 
verschiedene kleine Irrthümer, welche durch die nicht 
vollkommen richtige Ausscheidung der constanten Fehler 
entstehen, hinzurechnen kann. 
Grenzen der § 9. Jede Bcobachtungsgattung hat ihre besondere 
zufälligen Grenze, über die hinaus die zufälliffen Fehler nicht 

Fehler. . . . . 

zulässig sind. Messen wir z. B. einen Winkel mit Hilfe 
eines gut berichtigten grossen Er t eischen Theodoliten, 
so ist es immöglich, einen 6" übersteigenden Fehler zu 
erwarten. Alle nur möglichen Fehler sind zwischen den 
Grenzen der grössten positiven und negativen einge- 
schlossen und obgleich es nicht möglich ist mit Sicher- 
heit anzunehmen, dass die Fehler nach dem Gesetze der 
Stätigkeit, allmählig, ohne alle Sprünge von ihrem ge- 
ringsten bis zu ihrem bedeutendsten Werthe anwachsen; 
so kann man, wenn viele Beobachtungen von gleichem 
Werthe angestellt sind, der einfachem Bestimmung wegen, 
sich diese Voraussetzung gestatten, ohne zu fürchten, 
merklich von der Wahrheit abzuweichen. 
Welche zu- Im Allgemeinen sind bej derselben Beobachtungsart 

Vr^wahr^^® grosscn zufälligen Fehler weniger wahrscheinlich, 
scheinlicher als die kleinen. Natürlich, denn der Beobachter erstrebt 
die Richtigkeit der Messung in gleicher Weise, wie der 
' Schütze das Ziel zu treffen sich bemüht, und wenn die 

Quellen der constanten Fehler entfernt sind, so wird 
im Allgemeinen keine Ursache vorhanden sein, weshalb 
der Beobachter öfter auf der einen, als auf der andern 
Seite Fehler begeht und weshalb er sich häufiger in be- 
deutender Weise von der Richtigkeit der Messung ent- 
fernen könnte. Hieraus folgt aber, dass "positive und ne- 
gative Fehler von gleichem Zahlenwerthe gleich wahr- 
scheinlich sein müssen. Je näher üire Werthe der äussersten 
Grenze der noch möglichen Fehler kommen, desto schnel- 
ler verringert sich ihre Wahrscheinlichkeit. Uebrigens 



n 



25 

welche Zahl wir auch für den Ausdruck des Beobach- 
tungsfehlers nehmen mögen, stets wird die HoflEaung un- 
endlich klein sein, dass der wirkliche Werth des Fehlers 
sich weder kleiner noch grösser als die angenommene 
Zahl ergiebt. Will man demnach über die Beobachtungs- 
fehler urtheilen, so sucht man gewöhnlich die Wahrschein- 
lichkeit der Annahme ^u ermitteln , dass der gesuchte 
Fehler zwischen irgend zwei gegebenen Zahlen, die klei- 
ner als die äussersten Grenzen der möglichen Fehler 
sind, eingeschlossen wird. 

Stellen wir uns eine allmählig anwachsende Zahlen- Dichtigkeit d. 
reihe vor, und möffen diese Zahlen verschiedene Fehler Dehler oder 

das Verhält- 

der Beobachtungen darstellen , die in Einheiten ausge- niss der Feh- 
drückt, welche im Vergleich mit dem bedeutenden Werthe ^^'*o**^^ . '"^ 
der grössten Fehler sehr klein sind. Wenn wir dann Räume zu der 
durch A den Beobachtungsfehler und durch q>A die Wahr- ^'^\ *^^®^ 
scheinlichkeit der Annahme bezeichnen, dass die Fehler 
einiger Beobachtungen zwischen den Grössen J — V^ und 
-^+V2, deren Unterschied =1 ist, enthalten sind, so 
kann man wegen der geringen Grösse der angenommenen 
Einheit alle Fehler grösser als A — Va ^^d kleiner als 
z/+ V« für gleich wahrscheinlich halten. Hiemach wird 
die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler zwischen -^ und 
/1-\-dJ eingeschlossen ist, wo dJ die unendlich kleine 
Zunahme der Grösse J bedeutet, sovielmal kleiner denn 
fd sdn, als iJ geringer denn die Einheit ist, d. h. die 
Wahrscheinlichkeit des Fehlers in einem unendlich klei- 
nen Räume verhält sich zu <pJ wie dJ zu 1 oder ist 
gleich (pJdJ. Auf diese Weise stellt sich die Wahrschein- 
lichkeit der Annahme, dass sich der Fehler zwischen zwei 
gegebenen Zahlen a und b befindet, wenn a^b, durch 
die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller dazwischen 
befindlichen Fehler dar, oder durch das Integral 

»a 

(p jddA . 

b 
Nehmen wir statt a die äusserste Grenze der positiven 



/: 
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und 8tatt b die äusserste Grenze der negativen Fehler ^ so 
verwandelt sich das vorhergehende Integral in die Ein- 
heit; denn jedenfalls ist jeder mögliche Fehler zwi- 
schen den gedachten Grenzen eingeschlossen^ folglich 
wird in diesem Falle die Wahrscheinlichkeit zur Gewiss- 
heit. Anstatt dieser Grenzen kann man auch +00 und 
— 00 , oder eine unendlich grosse positive und negative 
Zahl nehmen; nur muss man hierbei voraussetzen^ dass 
mit der Zunahme von Aj q>J ebenso schnell abnimmt^ 
sodass fiir den grössten Werth J an der^ äussersten 
Grenze der Fehler, (pA einen ausserordentlich kleinen 
oder unmerklichen Werth erhält. Alsdann wird 

9^/dz/=l. 



/ 



00 



Eigenschaften § 10. Aus dem Vorhergehenden folgt: 

^jIZ^ 1) Dass 9,(+^)=9>(-^), d. h. «p^ eine gerade 
sich die Ge- Function in Beziehung auf J ist ; denn gleiche positive 
^^scheinHch^^ ^^^ negative Fehler werden gleich wahrscheinlich an- 
keitscurve genommen. 

ergiebt. -|- <» 

2) Dass jq)JdJ=l. 

OD 

3) Mit der Zunahme von J nimmt y J desto schnel- 
ler ab, je näher z/ der Grenze der möglichen Fehler 
kommt; ein Maximum der Function qp-^ findet für J=^0 
statt. Damit wird jedoch nicht behauptet, dass der Be- 
obachtungsfehler, der namentlich gleich Null, sehr wahr- 
scheinlich ist; im Gegentheil bei ^^=0 hat die Function 
q> A sogar einen unbedeutenden Werth und aus dem Ge- 
sagten folgt nur, dass (pO grösser als q) J ist, welche von 
Null verschiedene Grösse man auch fiir J nehmen möge. 
Dies hängt von der Voraussetzung ab, nach welcher man 
annimmt, dass jeder Beobachter sich bestrebt mit mög- 
lii^hster Sorgfalt das Richtige zu erreichen. *) 



*) Zur leichtern Uebersicht kann man sich das Gesagte durch 
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Die erwähnteii Eigenschaften sind zur Bestinunung 
der Art der Function (p/l nicht hinreichend, und streng 
genommen muss diese Function für verschiedene Beob- 
achtongsarten verschieden sein. Ueberhaupt kann sie 
nicht ohne Hilfe einer, mehr oder weniger wahrschein- 
lichen Hypothese 'dargestellt werden. Wir benutzen hier 
die allgemein angenommene Regel des arithmetischen 
Mittels der Beobachtungen, die von Laplace für den 
Fall, dass die Beobachtungen sehr zahlreich sind, be- 
wiesen ist und die so natürlich, dass sie selbst ohne die- 
sen Beweis von allen Astronomen zugegeben wird und 
daher als Grundsatz angenommen werden kann. 

Wir nehmen namentlich an, dass wenn irgend eine Formbestim- 
constante Grösse mehrmals unmittelbar gemessen und kein tion^i:/ aus 
Grund vorhanden ist, eine Messung der andern vorzu-^®™ zuGrun- 
ziehen, der mittlere Werth, oder das arithmetische Mittel arithmeti-" 
aus allen solchen, von einander unabhängigen Bestinunun- ^^^^^ Mittel, 
gen, den wahrscheinlichsten Werth der gesuchten Grösse 
giebt. Diese Schlussfolge ist vollkommen übereinstimmend 
mit unserer Hypothese, nach welcher positive und ne- 
gative Fehler für gleichmöglich gerechnet werden. 



ein geometrisches Bild, durch die (pj repräsentirende Curve ver- 
sinnlichen. Stellt man sich z/ als Abscisse und tpj als recht- 
winklige Ordinate vor, so muss die Wahrscheinlichkeits- 
curve wegen der Eigenschaft 9(4-^) ^=(p{— J) auf beiden Seiten 
der Ordinatenaxe gleichförmig sein, und da kleine Fehler der 
Erfahrung nach häufiger als grosse vorkommen, so muss die Curve 
ein Maximum für ^=0 haben und nimmt von dort aus auf bei- 
den Seiten continuirlich gegen die Abscissenaxe ab, weil alle Feh- 
ler von bis zu einer, jeder Beobachtungsart eigenthümlichen 
äussersten Grenze ±a vorkommen. Da in der Nähe von a die 
Curve sich schon bis auf ein Unbedeutendes der Abscissenaxe 
genähert hat, so wird über a hinaus der Unterschied zwischen 
Curve und Abscissenaxe noch viel unbedeutender sein, sodass 
man ganz getrost, ohne merklichen Fehler, die Grenzen von ±« 
bis ±00 erweitern kann. Und somit wird die Wahrscheinlichkeit, 
dass der Fehler zwischen 2 gegebenen Grenzen liegt, durch die 
Area dieser Curve zwischen jenen Grenzen ausgedrückt. 
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Mögen q', q'', q'" . ... die aus der l., 2.; 3 

Beobachtung gefundenen Werthe einer und derselben 
Grösse x sein ; s sei die Anzahl dieser Beobachtungen, wel- 
che alle gleich zuverlässig angenommen werden. Alsdann 
wird nach der erwähnten Regel der wahrscheinlichste 
Werth von x sein 

q^+q^^+q^"+.>> 

X = -i i^ i 

s 
und hieraus 

^ (q'-x) +(q"_x) + (q"'-x)+ ... .=0 (1) 

Ueberhaupt nähern sich die Unterschiede q' — x, q" — x, 
. . , desto mehr dem Fehler der Beobachtung, je zuver- 
lässiger die gemachte Annahme über den gesuchten Werth 
X ist, der für uns in aller Strenge stets unbekannt bleibt. 
Bezeichnen wir femer durch g)(q* — x), 9>(q" — x) u. s. w. 
die Wahrscheinlichkeiten der Werthe q' — x, q" — x, . . ., 
die für die Fehler der 1., 2. u. s. w. Beobachtung ange- 
nommen werden, so wird W, die Wahrscheinlichkeit der 
gemeinschaftlichen Existenz dieser Fehler, durch die 
Gleichung W=<)p(q' — x) . <jp(q" — x) . 9p(q'" — x) . . • 
bestimmt. 

Diejenige Hypothese über den Werth x muss die 
zuverlässigste sein, für welche W den grössten Werth 

dW dW 

erhält, oder für die -,— =0 entsteht, wo ^ — derDifFe- 
' dx ' dx 

rentialquotient einer Function W in Beziehung auf x ge- 
nommen ist. Wenn man hiemach den Logarithmus der 
Grösse W nach der Variablen X difFerencirt, so ergiebt sich 
1 dW 1 dy(q--^x) 1 dy(q--x) 

W"di"^9)(q'— x)- dx *^9)(q"-x)- dx "^ "^ 

Nehmen wir lan, dass der wahrscheinlichste Werth von x 
durch das arithmetische Mittel der Beobachtung oder durch 
die Gleichung (1) bestimmt wird, so muss man unbedingt 
.i^ugeben , dass die Gleichung (2) gleichbedeutend mit der 
Gleichung (1) ist. Um diese Bedingung bequemer auszu- 
drücken, bemerken wir, dass 5P(^)==9>( — ^) oder die 
Function g> ä eine gerade Function in Beziehung auf d 



(2) 
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ist; hiernach kann man überhaupt qp( i)= ^/^ xff {J^) setzen, 
wo rp(d^) irgend eine Function der quadratischen Grösse 
J ausdrückt Folglich wenn wir durch t//'(z/*) die ab- 
geleitete Function von \p(J^^f in Beziehung auf J^, be- 
zeichnen, so wird -'^^=^\p*(J^) . J und wenn wir 

daher der Kürze wegen 

zf'==q' — X, ^"=q" — X u. s. w. 
setzen, erhalten wir statt der 1. und 2. Gleichung fol* 
gende Ausdrücke: 

J' + J'' + J'*'+ = 

Diese Gleichungen existiren fiir jede Anzahl von 
Beobachtungen und für jeden zuialligen Fehler dersel- 
ben, hiemach sind sie natürlich auch in dem Falle richtig, 
wenn J'* = J'" u. s. w. sich ergeben würde. In diesem 
Falle erhält man, wenn ausserdem durch s die Anzahl 
der Beobachtungen bezeichnet wird, folgende Ausdrücke: 

^' + (8—1) z/" = oder //' = — (s — 1)^" 

Dividirt man die letzte Gleichung durch J'= — (s — 1)^'*, 

®^ ^^ Ikbr^) "^ ^J^'^y ^' ^' ^®®®^ Quotient verän- 
dert sich nicht mit der Veränderung von J* oder ist con- 
stant in Beziehung auf J'] bezeichnen wir ihn mit k, so 
entsteht für irgend ein J: 



*) Denn man bedenke, das« ^{J)*'^2(p{J), woraus 
y(z/*). 2z/d^ = 2d9(^, folglich i/>'(^ = ^5^^ und diesen Aus- 



so 

Wenn wir das Integral der letzten Gleichung nehmen, so 
erhalten wir k ^ = log qp (^) — log N, wo log N eine durch 
die Integration eingeföhrte willkührliche Constante ist. 
Hier sind die Logarithmen dife Napi ersehen und bezeich- 
net man ihre Basis durch e, so wird*) q)J =z Ne^-^* 
und da sich mit der Vergrösserung von J die Wahr- 
scheinlichkeit der Fehler gleich J verringern muss, so 
muss k stets eine negative Grösse sein, sodass man all- 
gemein k = — h^ setzen kann. Auf diese Weise finden wir 



druck in den Quotienten Bubstituirt, giebt den obigen Ausdruck: 

*) Denn aus k^*==log9(z^logN folgt 
k^^=log 1^ und hieraus 

e^-^* = ^^ woraus sich endlich 9z/=N . e 
ergiebt. 

**) Dem Wunsche des Herrn Ueb.ersetzers dieser Schrift ent- 
sprechend, erlaube ich mir, über die Begründung der Methode 
der kleinsten Quadrate hier folgende Ansicht auszusprechen. Wird, 
wie üblich, durch q)J — dj die Wahrscheinlichkeit eines zwischen 
J und J+dJ liegenden Fehlers bezeichnet, so sehe ich in der 
Formel : qpz^ = N e—^*^ 

nichts anderes als den Anfang einer unendlichen Beihe, die das 
Fehlergesetz genau ausdrücken würde und die wegen der Eigen- 
schaft q)J=q>{ — J) nur gerade Potenzen enthalten kann, nämlich 

9^=N.e-ki^-k,^-k.^ 

WO h* = ki gesetzt ist, oder wenn man es vorzieht: 

<p^ == N . e~kz/* (i_k,zi*-ka^* . . _) 
indem ich dadurch zu der bekannten Annahme über die Beschaffen- 
heit dieser Function noch die hinzufüge, dass ihr Logarithmus sich 
nach Potenzen von J entwickelü lasse. Hat man einmal ange- 
nommen, dass q)J eine stetige Function ist, so erscheint diese Hy- 
pothese um so mehr zulässig, als sie nur für kleine Werthe von 
J aufgestellt zu werden braucht, indem der Natur der Sache nach 
q)J völlig verschwinden muss für alle J, welche die Grenze der 
möglichen Fehler überschreiten, diese Grenze selbst aber nur ein 
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Um die Abhängigkeit des Coefficienten N von dem Bestimmung 

Coefficii 

ten N. 



WerÜie h auszudrücken, nehmen wir die Gleichung desCoefficien- 



j 



y (z^) d <f = 1 . 

00 



kleiner Bruchtheil der jedesmal zu Gruude liegenden Maassein- 
heit sein wird« Deswegen ist es auch gestattet, die obige Beihe 
auf ihr erstes Glied zu beschränken , wodurch sie für kleine /i 
richtig bleibt, aber auch für grössere Werthe von ^, wegen ihres 
raschen Abnehmens, keinen Fehler herbeiführt. Eine Ungewiss- 
heit besteht nur für mittiere Werthe Ton /i\ aber diese scheint 
mir auch in der That vorhanden zu sein. Aus den bisherigen Be- 
gründungen der Methode der kleinsten Quadrate habe ich wenig- 
stens nicht die Ueberzeugung gewinnen können, dass jene obige 
Formel völlig genau das wahre Gesetz ausdrücke f auch wird dies 
nicht behauptet; dagegen wird durch die soeben angedeutete Be- 
trachtungsweise die Einsicht gewonnen, dass die Formel eine wirk- 
liche Annäherung an die Wahrheit sein muss und die Thatsache, 
dass die Erfahrung dieses Gesetz so auffallend bestätigt, erhält 
dadurch ihre einfachste Erklärung. — Unmöglich würde es jedoch 
nicht sein, auch etwa noch das zweite Glied der obigen Beihe in 
Rechnung zu bringen; es möchte nur, um die wirkliche Yerthei- 
lung der Fehler in einem gegebenen Falle so genau zu verfolgen, 
einer sehr grossen Anzahl guter Beobachtungen bedürfen, wie sie 
nidit gefunden wird. 

Wenn man sich erinnert, wie das tägliche Gesetz nirgends 
ohne einige nur wahrscheinliche, aber nicht erweisbare Voraus- 
setzungen begründet wird; — wie oft dabei Beihenentwickelungen 
gebraucht werden, welche nur durch Vernachlässigung höherer 
Potenzen oder andere diesen gleichkommende Annahmen auf jenes 
Gesetz führen; — wie namentlich, wenn man sich von der Kennt- 
niss des Fehlergesetzes unabhängig machen will, eine neue Hypo- 
these eingeführt wird, nämlich die, dass eine lineare Combi- 
natioh der Fehler und für diese das vortheilhafteste System von 
Pactoren zu suchen sei, eine Hypothese, welche überall nur still- 
schweigend vorausgesetzt wird, in der. That aber als eine neue 
Annahme bezeichnet werden muss und die sich nicht verträgt mit 
dem hier einzig riefatigen Satze, wonach der gesuchte wahrscheinliche 
Werth derjenige ist, ans welchem das beobachtete Fehlersystem 
mit d«r grossten Wahrscheinliefakeit folgt, oder welcher das be- 
kannte Product SX^=^^>^i^ . tpd^ . . , zu einem Maximum macht, 
da ans letzterem Satze im Allgemeinen keineswegs lineare Glei- 
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N 



-t» 



Setzen iHr h J=t, so wird tp J .iJ= -T' e *dt; 

00 

wo 7t das Verhältniss der Peripherie des Kreises zum 

h , 

Diameter ist*); folglich N="7=; ^^^ 

y 7c 
Der Name: § IL Hieraus schliessen wir, dass wenn n gleich 

kleinsten*^ gute Und Unmittelbare Beobachtungen über den Werth 
Quadrate, von X angestellt sind; so gehört zu jeder Hypothese über 
den absoluten Werth von x die Wahrscheinlichkeit 

und die wahrscheinlichste Hypothese wird die sein, för 
welche die Summe der Quadrate 

(q' — x)« + (q"— x)2 + (q(»)— x)2 

ein Minimum ist. Alsdann ist ihr Differential in Bezie- 
hung auf X gleich Null, hiernach 

(q'— x) + (q"— x)+ .... (q(»>-x) = 

d. h. ^=t±3l±^.:^^ 

n 
oder X wird gleich dem arithmetischen Mittel der Beobach- 



chungen hervorgehen würden ; — wenn man diesen kurzen Andeu- 
tungen einige Aufmerksamkeit schenkt, so wird man sich vielleicht 
eher mit der ausgesprochenen Ansicht befreunden, welche jene 
künstlichen Herleitungen unnÖthig findet und die Function g>Jy 
ihrer nothwendigen Bescha£Penheit gemäss, von vorn herein in die 
Klasse der schnell fallenden setzt, die Laplace in der Theo- 
rie des prob, überall sofort auf die obige Exponentialform zu 
bringen pflegt. Minding, 

^) Traite ^l^mentaire du calc. diff. et integr. par Lacroix, 
n« 429 p. 638, 4. edit.; Theorie des fonc. et du calc infinitdsimal, 
par Cournot T. U. Liv. Y. Ch. X n« 403 p. 171* Berl. Astron. 
Jahrb. für 1834; Teopis B'^kpoAXHOcxeu B. JL. ByEJiKOBCKftro npH- 
M*»i» IV cxp. 411. 
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tongen. Dieses Resultat musste man zum Voraus erwar- 
ten, denn wir gründeten die Eigenschaft der Function 
q) d ausdrücklich auf die Regel des arithmetischen Mittels. 
Das hier Gesagte erklärt uns, weshalb die Methode, die 
aus den Beobachtungen die wahrscheinlichsten Werthe der 
gesuchten Grössen zu bestimmen lehrt, sowie die verschie- 
denen Anwendungen derselben in der Praxis unter dem 
allgemeinen Namen: Methode der kleinsten Qua- 
drate bekannt ist. 

§ 12, Um die Bedeutung des CoeöLcienten h darzu- Bedeutung des 
thun, wollen wir annehmen, dass die Beobachtun£:s- Coefficienten 
tehler zwischen den Grenzen +a und — a enthalten wahrseheinii- 
sind; alsdann wird die Wahrscheinlichkeit einer solchen ^^^ Fehler. 
Voraussetzung durch das Integral 

^Je-^'^d.^oder ^^J e~*Mt 

' — a ' O 

dargestellt. 

Indem wir ah = T setzen, wollen wir das letzte 
Integral in eine, nach Potenzen von T abnehmende 
Reihe verwandeln. Bekanntlich kann man eine solche 
Verwandlung in verschiedener Form darstellen und den 
Werth des Litegrals bis zu jedem beliebigen Grade der 
Annäherung berechnen. *) Mit Hilfe solcher Reihen sind 



*) S. das erwähnte Werk von Cour not T. ü. Liv. X. Ch. n" 
317. p. 38. Desgleichen die „Wahrscheinlichkeitsrechnung *' von 
Buniakowsky. M^canique Celeste par Laplace T. IV, Liv. X. 

T 

Das Integral -j^ e~"** dt geht über 

für T = 0,46 in 0,4846566 
T = 0,47 in 0,4937462 
T = 0,48 in 0,5027498. 

T 

Durch Interpolation finden wir, dass wenn -^ j e"~**^*=^ ^»^> 

80 ist T = 0,47693rN 

3 
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Tafeln von den Werthen des Integrals I e"^**dt fiir 

die verschiedenen Bedeutungen des Arguments T zusam« 
mengestellt. Solehe Tafeln wurden zum ersten Mal von 
Kramp in seinem Werke „Analyse des refractions'' her- 

ausgegeben. Tafeln der Orösse "7=^ | 6""**^* für suc- 

y ^«^ 

cessive Werthe von T, sind von T = bis T = 3 im 
„Berliner astr. Jahrbuche für 1834" abgedruckt; solche 
finden wir auch, aber nur von T=0 bis T=2 in der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung von B. J. Buniakowsky und der 
Vollständigkeit und grossem Bequemlichkeit wegen haben 
wir solche auch diesem Werke angehängt. *) Mit Hilfe 
solcher Tafeln, oder der oben erwähnten Reihen kann man 

leicht berechnen, dass das Integral -r= 1 e"'**^* für T= 

0,476936 gleich V2 wird. Bezeichnen wir mit r den 

Werth an der Grenze a, für welchen T=ah= 0,476936, 

0,476936 , ^ 

so ist r=-^^ — |- und 

n 

1 r^^ 

Hieraus folgt, daas die Beobachtungen ebensoviel 
grössere wie kleinere zufallige Fehler als ipr enthal- 



*) Ein Beispiel macht leicht die Benutzung dieser Tafel deut' 



T 



lieh. Da für T = ah=:l,06, der Werth von —^ [ e"^^ dt =:^ 

0,86614, so ist also die Wahrscheinlichkeit, der begangene Fehler 

1 06 
sei seinem absoluten Werthe nach nicht grösser als -V-, gleich 

0,86614 oder mit andern Worten, bei 100000 angestellten gleich 

guten Beobachtungen derselben Grösse wird man darauf zählen 

1 06 
dürfen, dass für 86614 derselben der Fehler nicht über -4 — 

' u 

hinausgehe. 
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ten. Aus diesem Grund kann man über die Qiite der 
Beobachtungen; in welchen keine constanten Fehler vor- 
kommen ^ nach dem ihnen entsprechenden Werthe von r 
nrtheilen; mit Gauss^ wollen wir r den wahrscheinli- 
eben Fehler der Beobachtung nennen. Laplace und an- • 
dere französische Geometer verstehen unter dem Namen 
„erreur moyenne ä craindre*'^ denselben Werth r. 

Durch die Eenntniss von r wird h bestimmt, denn 

im Allgemeinen ist 

, 0,476936 
n = . 

r 

Je genauer die Beobachtungen, desto kleiner ergiebt 
sich ihr wahrscheinlicher Fehler und desto grösser wird 
k Aus diesem Grunde nennt Gauss den Coefficienten h 
das Maass der Genauigkeit einer Beobachtung. 

§ 13. Die Grössen r und h werden für Beobachtungen Beobachtan- 
gleicher Güte constant sein; mit der Veränderung der Gat- 8®*; ^^^ ^«^■ 
tung und des Grades der Zuverlässigkeit einer Beobach- und yerschie- 
tung aber verändert sich auch h und r. Bezeichnen wir ^®"®' ^^*®- 
mit h und h' die Maasse der Genauigkeit zweier ver- 
schiedenen Beobachtungsarten, so drücken die Integrale 

h.e-' ^'^ dz/ und h^ . e-^'*^''äd' 

die Wahrscheinlichkeiten der Annahmen aus, dass die 
Beobachtungsfehler der ersten Art zwischen 4-^ und — d, 
die Beobachtungsfehler der zweiten Art aber zwischen 
+d* und — d' eingeschlossen werden. Setzen wir h/fc=t 
und h'J'=V, hd = T und h'd' = T', so kommt 

.T 

und 




e-'^dt 



Wenn also T=T', d. L hS=h'3', so müssen die er- 
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wähnten Integrale einander gleich sein^ folglich werden 
die Wahrscheinlichkeiten^ die diese Integrale ausdrücken^ 
auch gleich. 

Hieraus ersehen wir; dass gleich wahrscheinliche 
. Fehlergrenzen von zwei verschiedenen Beobachtungs- 
arten; umgekehrt proportional mit den Maassen der Ge- 
nauigkeit dieser Beobachtungen sind. *) Desgleichen 
wird ebenso leicht eingesehen ^ dasS; wenn wir in den 
verschiedenen Beobachtungsarten die Fehler einer jeden 
Art durch den ihr entsprechenden Werth r dividiren, 
so werden gleiche Quotiente, welche Beobachtungsart 
sie auch betreflfen mögen, gleich wahrscheinlich sein. 
Wenn wir z. B. bei der Messung eines Winkels mit 
einem Sextanten, den wahrscheinlichen Fehler von 
10", dagegen bei der Messung desselben mit einem 
grossen Theodoliten den wahrscheinlichen Fehler r' 
==3" finden, so wird fiir die Sextantenbeobachtung 
ein Fehler von 20" ebenso wahrscheinlich, wie für den 
Theodoliten ein Fehler von 6" sein. 



3) Berechnung der wahrscheinlichen und mittlem Fehler der 

Beobachtungen. 

üebersicht. § 14. Hier muss man 2 Fälle betrachten: 

1) Wenn d^r zu beobachtende Werth bekannt ist 
und nur zur Berichtigung der Instrumente, oder zur Unter- 
suchung der Beobachtungsmethoden beobachtet wird. 

2) Wenn der zu beobahtende Werth imbekannt ist, 
und wir ihn aus der Beobachtung selbst ableiten. 



*) Durch das h haben wir also ein Mittel , Beobachtungen ver- 
schiedener Art mit einander zu vergleichen und zu verbinden; ja 
man ist selbst im Stande Beobachtungen, die sich auf heterogene 
Grössen, wie z. B. auf Winkel und Längen beziehen, zu verbin- 
den, sobald es nur möglich ist, die relativen Werthe von h, in 
Beziehung auf die Einheiten, die bei beiden angenommen sind, zu 
ermittelu. 
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Ln ersten Falle kann man die wirklichen Fehler der 
Beobachtungen finden und die wahrscheinlichen Werthe 
sowol der zufälligen, als der constanten Fehler angeben, 
im zweiten Falle aber bleiben die wirklichen Fehler stets 
unbekannt; die constanten Fehler können durchaus nicht 
bestimmt werden, die zufalligen dagegen erhält man nur 
durch die Nichtübereinstimmung der unter sich verschie- 
denen Beobachtungen. 

§ 1 5. Wenden wir uns zuerst zum ersten Falle und i- Berechnung 
nehmen an, dass die Beobachtungen sehr zahlreich und Fehler wenn 
alle gleich zuverlässig sind. Alsdann folgt sehr leicht ^zn^eobach- 
aus dem Begriffe des wahrscheinlichen Fehlers selbst die bekannt 7s*t^ 
Methode, zur Bestimmung desselben. 

Wir wollen ohne Rücksicht auf die positive oder ne- *^ Bestim- 

, 1 1 y-M mungd.wahr- 

gative Bedeutung der Fehler, die absolute Grösse der- scheinlichen 
selben in eine Reihe unter einander schreiben, indem wir Werthezufai- 

. , , . liger Fehler. 

mit dem grössten anfangen und der Reihe nach bis zum i. Methode. 
kleinsten herabsteigen; — der wahrscheinlichste Beob- 
achtungsfehler wird dann der sein, welcher sich in der 
Mitte dieser Reihe befindet, denn es giebt ebensoviel 
grössere, als kleinere Fehler denn r. Bei einer geraden 
Zahl von Beobachtungen erhält man zwei Fehler in glei- 
chem Abstände, der eine von der obersten, der andere 
von der untersten Fehlergrenze. Das Mittel aus zwei 
solchen Fehlem kann man dann als den wahrscheinlich- 
sten Werth von r annehmen. Diese Annahme wird jedoch 
ungenügend, wenn die Beobachtungen nicht sehr zahl- 
reich sind, daher wollen wir andere, mehr zuverlässigere 
Methoden r zu bestimmen auseinandersetzen. 

§ 16. Zeigen wir zunächst, wie r aus den Beob- 2. Methode: 
achtungen des ersten Grades der Fehler bestimmt wird, obachtungen 
Bezeichnen wir zu diesem Zwecke, wie früher, durch des i. Grades 
9 J die Wahrscheinlichkeit der Fehler, die zwischen bestimmen, 
den Zahlen d — V^ imd J+Va eingeschlossen sind, wo 
d im Vergleich mit r in sehr kleinen Einheiten ausge- 
drückt ist. Wenn die Beobachtungen keine constanten 
Fehler enthalten, imd da namentlich y(+^) = 5p( — d\ 
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d. h. positive zufUlige Fehler ebexiso wahrsdieinUch als 

negative sind, so wird das Integral I ^y/d-^je grösser 

— 00 

die Zahl der Beobachtungen ist, sich mehr und mehr 
der Null nähern. Lassen wir aber die Zeichen + 
und — ganz imberücksichtigt und betrachten nur den 
absoluten Werth der Fehler, so kann man in diesem 
Falle die Fehler so annehmen, als ob sie alle positiv 

wären und uauss dann an Stelle von I /!q) id^, 2 I Jg)Jd.J 

— 00 — 

setzen, oder mit der Verdoppelung der Anzahl positiver 
Fehler, werden auch die negativen in Betracht gezogen. Das 

Integral 21 Jq^JdJ giebt uns einen Begriff von dem 

Mittel aus den die Beobachtungsfehler darstellenden Zah- 
len. Denn g)JdJ stellt einen Bruch dar, dessen Zäh- 
ler angiebt, wieviel gleichwahrscheinliche Fehler zwischen 
den unendlich nahen Grenzen J und z/+d^, der Nen- 
ner aber wieviel überhaupt Fehler zwischen und oo 
enthalten sind. Hiernach wird J , q)J, dJ gleich der 
Summe der absoluten Fehleranzahl dividirt durch die 
ganze Anzahl sämmtlicher Fehler, oder aller Beobach- 
tungen sein. 

Aehnliche Bedeutungen haben J' . q)J* . dJ*, 
J*' . (pJ'* . dj" u. s. w., folglich stellt die Summe 
d , q)/J .d ' + J* , q)J* ,dJ+ /" . q> /" . d ?" + . . . ., 
über aller möglichen Beobachtungsfehler ausgedehnt einen 
Quotienten dar, welcher durch Division der Simime der 
absoluten Fehlerwerthe , durch die ganze Anzahl der Beob- 
achtungen entsteht. Wenn wir ausserdem annehmen, 
dass die Fehler, von Null beginnend, durch jeden un- 
endlich kleinen Zwischenraum d/f allmählig zunehmen, 
so verwandelt sich die erwähnte Summe in das Integral 

/oo 
(pJdJf welches in dies^cu Falle gleichfalls das aritb- 
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metische Mittel aus den abfioluten Fehlerwerthen darstellt. 
Um den Werth ^eses Integrals zu berechnen; bemerken 

wir, dass y^=-T=e~"'^ ^, setzt man demnach h^=t 
und macht 

•'o 
80 wird 

KU)=2b r; e-.h«^d,__ 1 r^(^^t«)_ + ^ 

denn e""* verwandelt sich fiir t=0 in die Einheit 
und für t=oo in Null. 

w • j j 0,476936 

Wir wissen ausserdem dass r = — — r ; 7t =: 

3,14159: folgUch ist h=— ^: und 

r = 0,476936 . /^ . K(i) =0,84535 . KW. (I) 

Auf diese Weise würden wir, wenn uns K^*) be- 
kannt wäre, h und r leicht berechnen. Wenn die An- 
zahl der Beobachtungen hinlänglich gross ist, so kann 
man in der Praxis K^^^ dadurch angenähert bestimmen, 
dass man statt K^^^ das arithmetische Mittel e, aus den 
Werthen der wirklichen Beobachtungsfehler, oder die Summe 
der absoluten Fehlerwerthe , dividirt durch die Zahl der 
ihnen entsprechenden Beobachtungen, nimmt. Eine sol- 
che Bestimmung ist jedoch nicht richtig, weil das Integral 
durch eine Summe ersetzt wird, was in aller Strenge 
nicht zu gestatten ist, da die Beobachtungsfehler nicht so 
allmählig zunehmen, wie zur Ersetzung des Integrals 
durch eine Summe gefordert wird. 

§ 17. Es können r und h ebenfalls mit Hilfe des 3. Methode. 
2., 3., 4. u. s. w. Grades der Beobachtungsfehler ent- ®'f j^^^^ch 
wickelt werden. Betrachten wir zuerst die Quadrate der die Quadrate 
Fehler; dieses fährt, wie wir weiter sehen werden, zur ^®*' ^«"®'*- 
besten Bestimmimg von r. Indem wir wie früher schlies- 
sen, übeneogen wir uns, dass die Summe 
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J^ .(fj .dJ + J'^ .q)J' .äJ'+ J"^ . ipJ" . cL/" + 

über alle möglichen Werthe von ^, ^y J** u. s. w. aus- 
gedehnt, das Mittel aus den Quadraten der Fehler aus- 
drückt, oder der Summe der Fehlerquadrate dividirt 
durch die Anzahl der Beobachtungen gleich wird. 

Bei der Annahme, dass die Fehler allmählig zuneh- 
men, verwandelt sich die erwähnte Summe in das Inte- 

J^ . (pJ . dJ oder 2 j J^ . q>J . dJ. Möge dieses In- 
— oo 

tegral K^^^ heissen; da wir aber wissen, dass 

wJ:= -TT^.e'^^''^* ist, so wird 

Das unbestiinmte Integral 

J t d (e-t*) = t . e-'* — J e -«'dt 
und t . e~' verwandelt sich für t= oo imd t=0 in 
Null, da aber I e~*'dt= Y« Y^y ^^ ^* folglich K(2)=:-— ; 

oder /2p) =^. 

Aber weil r=-^ — , ist, so wird endlich 

n 

r=0,476936 . /2 . yX^«) =0,67449-/E:w. (II) 

Mittlerer Feh- In der Praxis findet man, bei der angenäherten Be- 

^®^^^®^^^®^^"rechnung von K^^)^ zuerst die Summe der Quadrate der 

wirklichen Beobachtungsfehler und dividirt diese durch 

die Anzahl der Beobachtungen; der Quotient, den wir 

mit m^ bezeichnen wollen, bestimmt das Mittel aus den 

Fehlerquadraten und nach Ausziehung der Quadratwurzel 

erhalten wir die Grösse + m, welche Gauss den mittleren 

Fehler der Beobachtungen nennt. 

Demnach kann man m statt |AK^^> nehmen und Air 
den wahrscheinlichen Fehler der Beobachtungen 

r= 0,67449 . m oder nahezu =%m setzen« 



I 
I \ 
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Durch diese Methode findet man aber r auch nicht genau^ 
weil das Integral durch die Summe ersetzt wurde. 

Aus dem Vorhergehenden ersieht man aber, dass 
der mittlere Fehler der Beobachtungen oder m sich we- 
senthch von dem arithmetischen Mittel e, der absoluten 
Werthe der Fehler, unterscheidet. 

§ 18. Bei derselben Annahme wie firüher, werden EnmtteiuDg 

von r, allge- 

J"* P mein dnrch 

J^g)JäJ=K^^), 2 lj^q>JdJ =K(^^ höhere Poten- 
*^0 zen d. Beob- 

IL 8. w., die arithmetischen Mittel aus den 3., 4. u. s. w. *^^^8»- 
Potenzen der absoluten Fehlerwerthe ausdrücken. 

Allgemein erhält man durch theilweise Integration: 

J t^ . e- *• dt =— Va t"-^ . e-*' + 2=1 J t"-2 ^ ^-f^t; 

t°~~^ . e~~* verwandelt sich für t= oo und t=0 in Null; 
hiernach ist 

f t- . e-'' dt = ^ J tn-2 . e-f dt . 
Hieraus wird, indem man h^=t setzt 

n— 1 /•" 
= hTT^ J/"-^ e-'' dt 

2 /•» 

und K(°-2) = h°-Y^ J *"~^ • «""''dt; folgUch 

(„>_n-l K(^ 
2 • h« * 

Oben waren die Grössen K^^^ und K^^^ gefunden, 
denmach erhalten wir aus der letzten Gleichung, wenn 
man an Stelle von n zuerst 3, darauf 4 u. s. w. setzt 
und an SteUe von K(*^, K(^) u. s. w. ihre Werthe sub- 

stituirt; . K(3) = — ^, K^^) ■^ ' ^ 



h»/^' " (2 h*) 



2\2 ? 



42 

und allgemein K(2») = Ll3^'|^L^J^?^) . 

/n 1 1 \ 1 • 2 • 8 . 4 . . . n 

Und so kann man in dem Ausdrucke r= ' , , r mit 

Hilfe Ton K^^^^ K(^) u. s. w. bestiiiimen. Indem wir alles 
in Zahlen ausdrücken , ergiebt sich: 

r = 0,57719 VkW; r= 0,51250 VkW 
r =:^ 0,46556 Y^h r =0,42950 YW) u. b- w. 
Wenn wir aber durch z/, J', J" . . . . die Beobach- 
tungsfehler und durch s die Anzahl der Beobachtungen 
bezeichnen, so kann man angenähert 

• s ' s 

u. s. w. annehmen 

Die mittleren § 19. Untersuchen wir jetzt, welche mittlere Fehler 
^^^®^^"ß^man bei der Bestimmung von r erwarten kann, wenn man 
Stimmung von an Stelle der Integrale K^^^ K^^^, .... KW die ihnen 
' kTnlT^'* entsprechende Summe dividirt durch die Anzahl der Beob- 
achtungen nimmt. 

Es mögen J, J'y J** . , . die absoluten Werthe der 
Beobachtungsfehler, deren Anzahl s ist, darstellen, und 

möge (7W= ! ! ! gem. A 

s 

Indem wir a^^^ statt K^**) nehmen, begehen wir einen 
Fehler: aW — K(») = w. Den mittlem Werth des Feh- 
lers (jt) kann man sehr einfach aus der Betrachtung sei- 
nes Quadrats ableiten. Denn es ist 

w2=a(n) . (rW_2(yW . KW + K^'^) . KW oder 



<y2 



s . s 
'2(J^±^^^+J^-+ : .'.) ^ K(n)+KW , KW. 

8 
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f2n _i_ ^i2n _i_ ^än^n 



AngeHäiiert ist 7 - ' — '=K(^); und 

da das Mittel a^s den Werthen -^, -^'°, J*^ .... ange- 
nähert K^"^^ i»t, Bo erhalten wir den mittlem Werth der 
Sunune J^ . J^'+J^ . ^'">+^'» . ^""+ . . ., wenn wir 
K(n) . Tj^^) sQyie}m^ wiederholen^ als sich Glieder in der 
gedachten Summe befinden; die Anzahl dieser Glieder 
ist =?r 5/^8(8 — 1) oder gleich der Anzahl der verschiede- 
nen Combinationen von den zu 2 vereinigten s Buch- 
staben. Endlich kann man statt ^+^'°+^''° + 

s 

angenähert K^**^ nehmen und das mittlere Quadrat der 
Fehler wird alsdann: 

0»»=:^^ h - — i.KW.K<»)— 2K<").K(°)+K(») .KWoder 

s s 



w« = 



KP«») _ K(^) . K(") 



undc^ij/^^'^^M^. 



S r 8 

Aehnlich dem, wie aus der Betrachtung der Fehler- 
qnadrate der mittlere Fehler m ermittelt, und aus dem- 
selben der wahrscheinliche Fehler durch die Multiplication 
von m mit 0,67449 abgeleitet wurde, genau ebenso wird 
auch hier der wahrscheinliche Fehler des Unterschieds 

(jW — KW durch fW =0,67449 . w bestimmt, oder 
|(n)= + , j /K(^->-K(°).K(°) ^ ^, , = 0,67449 ist. 

Der wahrscheinliche Werth Kf*^ wird zwischen den 

Grenzen «yW-f-^^**^ und aW — f(^) eingeschlossen, oder 
ist wegen des geringen Unterschiedes zwischen a^^) und 

kW nahezu gleich c/"^ l^"'""Tlf ^ folglich muss der 
wahrscheinliche Werth von VK^^^ gleich sein: 



+ ... 



n^ ( f W i n^ t fW 

^ ( kW) ^ ( n kW 

Da ^^^ im Vergleich mit KW unbedeutend klein 
ist, so kann man sich mit der ersten Potenz des Bruches 



-—-x begnügen. Alsdann findet man die wahrscheinlichen 

Fehler, die man bei der Bestimmung von r durch die 
Summe der 1., 2., 3., 4. u. s. w. Potenz der Fehler begebt, 
aus der vorhergehenden Formel dadurch, dass man nach 
einander n=l, n=2; n=3, n=4 u. s. w. annimmt. 



K 



* kW /er K(").K(") 



KW _ 3.5.7t ,^ K(8) ,_ 3.5.7 ^ 



KW.K(8) 8 "'KW.K(*) 

u. s. w. 

Bedenkt man, dass i;= 0,67449; tt =3,14159 und 

macht p= -^ = 0,47694, so wird hierauB 
r=0,84535a<i;(l + ^/;r^)=0,84535(r<i)jl±^i^j I. 

r=:0,67449i/äw(l+;^j =0,67449/0^ jl+-i-^- j U. 

\ (,, 0,49720) ^^ 

=0,57719/a<3) U±-^-^Fg— HI. 

r=0,51250/^)(l±:^|/|) =0,51250]/^^ h±^^^^j ^• 

u. 8. w., WO a^^\ a'(^) etc. nach der Formel A erhalten werden. 

Diese Formeln, die von Gauss vorgeschlagen sind^ 
lehren, dass r am vortheilhaftesten durch Formel II, 
oder durch die Simune der Fehlerquadrate bestimmt 
wird: denn bei allen andern Formeln sind die Grenzen 
der Unrichtigkeiten ausgedehnter. 

Wenn wir durch s^ , s", s^", s^ die Anzahl der 
Beobachtungen bezeichnen, welche nothwendig sind, da- 
mit der Fehler bei der Bestimmimg von r nach den For- 
meln I, n, in, IV ... . gleich gross ist, so wird 
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s^•s^ : 8^: B^=^0,5O96sy: (0,47694)« :(0,49720)«: (0,55072)«. 
Hieraas finden wir, wenn man 8^ = 100 annimmt, dass 
um einen gleichen Grad der Annäherung bei der Be* 
rechnimg von r zu erreichen, der Zahl nach 



100 



für die 11. 



109 



für die m. 



133 



für die IV. 



114 

Beobachtungen 

für die I. Formel 

nothwendig smd. 

Auf ähnliche Weise kann man sich überzeugen, dass 
zu diesem Zwecke 178 und 251 Beobachtungen zur Be- 
rechnung von r mit Hilfe des 5. und 6. Grades der Feh- 
ler erforderlich wären, üeberhaupt geht hieraus hervor, 
dass man r am zuverlässigsten mit Hilfe der Formel (H) 
findet; aber da die Zahl 114 sich wenig von 100 unter- 
scheidet, so kann man der bequemern Rechnung wegen 
die Formel (I) jedesmal benutzen, wenn die Summe der 
Fehlerquadrate unbekannt, oder zu andern Zwecken un- 
nöthig ist. 

§ 20. Wenn zur Untersuchung der Instrumente irgend b) Den mitt- 
eine uns bekannte Grösse zu wiederholten Malen in gleich deTconstlnten 
guter Weise gemessen ist und man die wirklichen Fehler Fehler zu er- 
einer Beobachtung J, A% //"••• kennt, so ist es möglich, die ™ * °' 
mittlem Werthe ihrer constanten Fehler zu ermitteln. 
Jeder von den Fehlem 2/, ^', d**, .... besteht alsdann 
aus einem constanten Theile c und einem veränderlichen, 
sodass, wenn man -^=c+x, ^'=c+x', z/"=c+x" . . 
annimmt, x, x', x" . . . die zufälligen Fehler der Beob- 
achtung sind. Hat man zuerst A^ z/', '^* . . . gefunden, 
so bildet man, unter genauer Beachtung der positiven 
nnd negativen Zeichen, ihre Summe und wenn wir diese 
Summe durch Z^^ die Anzahl der Beobachtungen durch 
s bezeichnen, so wird auf diese Weise 

2:2/=//+ ^' + 2/" + = s . c + x'+x''+ ; 

drücken wir auch die Summe x-|-x'+x"+. . . . durch 
^x aus, so ergiebt sich 

8 S 
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Einige der zufälligen Felder x, %% x" . . . werden posi- 
tiv^ andere jedoch negativ sein^ und da wir nicht 2&iini 
YorauB wissen^ welches Zeichen ^ das + oder — der 
Summe 2Jx entspricht ^ so können wir mit derselben Wahr- 

scheinlichkeit hoffen ; dass sich c grösser als - — ergiebt, 

nüt welcher wir annehmen, dass c kleiner als — sein 

' s 

wird. Hiemach ist der mittlere Werth von c= — , d. h. 

8 ' 

der mittlere Werth der constanten Beobachtungsfehler 
wird erhalten, wenn man von der Summe positiver Be- 
obachtungsfehl^r die Summe der absolut negativen Feh- 
ler abzieht und diesen Unterschied durch die Anzahl der 
Beobachtungen dividirt. 
Der Fehler, Um anzugeben, wieviel wir uns bei dieser Bestim- 

den man bei nmnor yon c irren, wollen wir den mittlern Werth der 

dieser Besüm- ^ y 

mung von c Qrössc — , den wir durch z bezeichnen, darstellen. 

begeht. . S 

Hiernach ist 

, x2+x'»+x''2+ .... ^(xx' + xx'' + x'x''+ . . . ) 

z^= r^- — -* 

s . s s . s 

Wegen der Eigenschaft der zufälligen Fehler x, x', x" . . . 
kann die Summe xx'+xx''-t*3:'x"-h • • • gleich gross 
positiv imd negativ 49ein; folglich wird der mittlere Werth 

x^ -f- x'* + x"^ + 
von z* = — — -^- . Wenn m'* das Mittel 

8 . S 

aus den Quadraten x*, x'*, x"*, .... ist, sodass s . m'* 

= x^ + x'*-|-x"* .\ • . sich ergiebt, so wird der mittlere 

m'* 
Werth von z*= — und der mittlere Werth von z selbst 

s 

, m' . 
= ± -;r- sem. 

ys 

Und wenn wir daher c= annehmen, so können 

s 

wir bei dieser Bestimmung den mittlem Fehler +-7^ 

y s 

befurchten, wobei m' der mittlere Fehler der Beobach- 
tungen ist, die von den constanten Fehlem befreit sind. 
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§ 21. Wenn m' das Mittel aus den Quadraten jfi^ ^^^ mittlere 
ä'\ A'*^, ... und c der- richtige constante Fehler der Be- fo^egirt^ 

obachtungen ist; so wird Beobachtung. 

s.m2=^+zi'«+^"«+ . . ==<c+x)«+(<H-x')*-Kc+x''/+ . . 
=8.c« + x»+x'»4-x"«+ .. .+2c(x+-x' + x''+. . .). 
Hieraus ergiebt sich; nach dem oben Bemerkten; der 
mittlere Werth von 

sm*=sc* + sm'* 
und demnach wird der mittlere Werth von m* = c* + Bi'*> 

d. L das Mittd ^ 

m'*=m* — c* und m'==ym* — c^, 
oder das mittlere Fehlerquadrat der corregirten Beobach- 
tangen findet maU; indem man das Quadrat der eonstan- 
ten Beobachtungsfehler vom Quadrate des mittlem Feh- 
lers der uncorregirten oder unmittelbaren Beobachtungen 
abzieht. 

§ 22. Machen wir uns jetzt die Regel klar; nach n. Berech- 
welcher man die zufidligen BeobachtuniFsfehler berechnet, ^^^ der zu- 

T 1 1 1 1 r^ 11 1 \fämgen Feh- 

wenn die wx beobachtende (irösse unbekannt und aus ler, wenn die 

vielen gleich guten Bestimmungen derselben hergeleitet ^^ ^®^^!^^* 

wird. Wenn q; q', q" ... die durch die 1.; 2.; 3 unbekannt 

Beobachtung gefundenen Werthe der gesuchten Grösse "*• 
X sind; deren Anzahl s ist und wenn J^ J*y J" , . . ihre 
zufidligen Fehler bedeuten; so ergiebt sich als wirklicher 
Werih von X 

X=q+^, X=q' + ^'; X = q" + ^" u. s. w. 
oder X=^+^' + ^'"" • J + J'+J*' + .. . 

SS 

Wenn man Jy J*y J** . . . nicht kennt imd das arithme- 
tische Mittel >— ^— ^ 1-1-* für den wahrscheinlichsten 

s 

Werth von X annimmt; so irrt man sich dabei um die 
Grösse g^^+^'+^".+ ... 

8 

Nun ist aber 

j^^ J^+J'^-\-J**^+... 2{ JJ' -^Jd*' -^J'J*' + . > >) 

s . s s , s 
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Wegen der Eigenschaft der zufälligen Fehler kann jedoch 
die Summe d/i*'^JJ**'\-/l*/i** . . . ebenso gross positiv 
als negativ sein^ und weil wir durch m^ das Quadrat der 
mittlem Beobachtungsfehler so bezeichnen^ dass s . m^ 
= ^^ -{- 4*^ -\' J**^ "{- ... ist, so ergiebt sich der mittlere 

Werth von t^ = — und C selbst =±-t-, und das um 

^ s * y^s' 

so genauer, je mehr Beobachtungen vorhanden sind, oder 
je mehr man hoffen kann, dass die positiven Fehler 
durch die negativen Vernichtet werden. Wenn daher m 
den mittleren Beobachtungsfehler ausdrückt, 
so wird d^r mittlere Fehler des arithmetischen 
Mittels dieser Beobachtungen erhalten, indem 
man m durch die Quadratwurzel aus der Anzahl 
der Beobachtungen dividirt 

Ist h das Maass der Genauigkeit, m der mittlere 
Fehler der einzelnen Beobachtungen, dagegen H das 
Maass der Genauigkeit und K der wahrscheinliche Feh- 
ler des mitüem Endresultats aus eben denselben Beobach* 
tungen, so wird 

li — -J_*V H — — J-? • R — 6745 l 

^— m/2 ^' ^~^/2— m/2' •^— "^^^^^ ' ^ 

oder H=h . V*s und R=0,6745 . -^. 

^ ' ys 

Die zur Be- § ^^' ^rÄ 80 muss man zur Berechnung von H 

rechnung von und R nothwcndig m bestimmen. 

H und R noth- ^^ ^ _. ^/ j_ 

wendige Be- Nimmt man Q= ^"^^ "^^ "*" " * an, so erhält man 

Stimmung des S 

™\er™m.^ "das mittlere Endresultat aus s Beobachtungen und schätzt 
X=Q für die wahrscheinlichste Bestimmung der gesuch- 
ten Grösse X. Die Unterschiede q — Q=^, q' — Q=cJ', 



•) Im § 17 ist K(2) = 5jr5, nach dem dort auseinandergesetz- 
ten kann man statt K(2) auch m* setzen, also i^^ = 2h^ voraus 
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q''— Q=<)'' o. B. w. oder die Abweichungen der einzel- 
nen Beobachtungen von dem mittlem Resultate , unter- 
scheiden sich von den wirklichen Beobachtungsfehlem, 
um den Fehler dieses mittlem Resultates. Da wir aber 
den wirklichen Werth eines solchen Fehlers nicht kennen, 
so müssen wir uns mit seinem mittlem Werthe t begnü- 
gen. Auf diese Weise kann man annehmen, dass 
z^=d-|-^, ^'==d'+e, J"—&' + ^ u. S..W. 

Die Anzahl dieser Fehler ist s und die Sunune ihrer Quadrate 
j^+j*2^jui^ ._, —gi^S^%^S^si^ +2^d+ 

d' + a''+...)+s.^. 
Da aber 

(J+d'+d"...=q — QH-q' — QH-q"— Q+ ... =0 
und nach § 21 : /p + j*^^ J"^-\- =rs . m«, nach 

80 ist s . m» =:d» + J^« + ^''^+> - . +m« 

und m=+ / <P + 3-'+d-->+... 

d. h. wenn die unbekdnnte Grösse unmittelbar aus vielen 
gleich guten Beobachtungen bestimmt wird, so ißt ihr 
mittlerer Fehler gleich der Quadratwurzel aus 
der Summe der Quadrate der Abweichungen je- 
der Beobachtung von dem mittlem Resultate, 
dividirt durch die um die Einheit verminderte 
Anzahl der Beobachtungen. 

Wenn die gesuchte Gbösse nur aus einer Beobach- 
tung abgeleitet ist, so erhält man zur Berechnung des 
mittlem Fehlers eines solchen Resultates den unbestimm- 
ten Ausdruck jr , was man auch erwarten musste, da man 

alsdann gar keinen Massstab besitzt^ um über die Beob- 
achtungsfehler zu urtheilen. 

§ 24. Das Vorhergehende macht es uns möglich, Bestimmung 
die Aufgabe zu lösen, in welcher mit Hilfe von s gleich ten FeUers" 
guter Beobachtungen einer genau bekannten Grösse, der ^^^ des mitt- 
constante Fehler c und der mittlere zufällige Fehler m' gtn^ehicw " 
dieser Beobachtungen zu finden gefordert wird. Es ist °^'- 

4 
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klar; zur Bestimmung von c stellt sich uns ein ähnlicher 
Fall dar; als der in § 23 betrachtete; wo die unbekannte 
Grösse aus einigen Messungen derselben abgeleitet wurde; 
hier ist die unbekannte gesuchte Grösse der mittlere 
Werth c des constanten Fehlers; sie wird aus den wirk- 
lichen Beobachtungsfehlern J J* J** ... so berechnet; 
wie § 20 gezeigt wurde. Die Unterschiede J — C; J* — c, 
J** — C; . . . sind Abweichimgen der einzelnen Fehler von 
dem mittlem Resultate imd daher ergiebt sich das Qua- 
drat der mittlem zufälligen Beobachtungsfehler: 
m-« ^ (^-c)»+(^'-c)«+(^"-c)»+ . . . 

s — 1 



4) Vereinigung der mittlem Resultate aus einigen Beobachtungs- 
reihen. Die Gewichte dieser Resultate und die Gewichte des 

Endresultates. 

Verbindung § 25. Nehmen wir erst an, dass die gesuchte Grösse 

der Resultate ^ g^^g ^wei Reihen gleich guter Beobachtungen zu be- 

obachtungs- Stimmen gefordert wird; und möge x = Q das mittlere 
reihen. Resultat aus s Beobachtungen der ersten Beobachtungs- 
reihc; dagegen x=Q' das mittlere Resultat aus s' Beob- 
achtungen der zweiten Beobachtungsreihe sein. Stellen 
wir uns femer vor, dass 1; 1'; 1" . . . Werthe sind; welche 
für X aus den einzelnen Beobachtungen der ersten Reihe; 
q, q'; q" . . . dagegen WerthC; die fiir x aus den Beob- 
achtungen der zweiten Reihe erhalten werden. So ist 
der wahrscheinlichste Fehler X; der aus allen Beobach- 
tungen folgt, 

^_ l+l^+l"+->> +q+q^ + q"+... 

Aber Q ist das arithmetische Mittel aus 1; 1', 1" . . . und 
Q' das Mittel aus q; q'; q" . . .; demnach ist 
1+P-1-1"-1- . . . =s . Q und q+q'-fq"...=sQ'; folglich 

^^ s.Q + s-Q - 

s + s' 
• Hieraus wird x mit Hufe der gegebenen Zahlen Q; Q'; s, s' 

direct berechnet. 
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Nehmen wir hierauf an, dass x aus zwei besondem Bestimmtmg 
Resultaten x=Q und x=Q' zu bestimmen gefordert J^^^ ^J^. 
wird, von denen Q das mittlere Resultat aus s Beobach- dorn Besni- 
timgen, dem mittlem Fehler ±m und Q' das mittlere ***®^' 
Resultat aus s' Beobachtungen, dem mittlem Fehler +m' 
unterworfen ist Alsdann kann man in Q den mittlem 

Fehler -7- und in Q' den mittlem Fehler -■=-. voraus- 

/s ^ /s' ^ 

setzen. Ist m' grösser als m, so wird sich die Zuver- 
lässigkeit der Bestimmung x=Q' nicht ändern, wenn wir 
X aus einer kleinem, aber zuverlässigeren Anzahl a Be- 
obachtungen, als eigentlich gegeben sind, namentlich sol- 
cher, deren mittlerer Fehler ±m ist, ableiten, wenn nur 
ü in demselben Verhältniss kleiner als s', in welchem m'^ * 
grösser als m^ ist, d. h. wenn man nur gestattet, dass 

m* 
a=--3- . s', weil dann der mittlere Fehler der Bestim- 

mung x.= Q' gleich -^ sein wird, was seinem wirkli- 
chen Fehler -^ gleichkommt. — Auf diese Weise wird 

der von uns betrachtete allgemeine Fall auf den Fall 
zurückgeführt, welcher oben auseinandergesetzt ist, und 
wir erhalten fiir x den wahrscheinlichsten Werth 

8+ff . m* 

^•Q + ^SjQ' 

J ^ ^ /AN 

oder X = ( A) 

Um den mittlem Fehler fi zu finden, der zu dieser 
Bestimmung des Werthes x gehört, bemerken wir, dass 
das mittlere Resultat aus s+a Beobachtungen, genau dem- 
selben Fehler unteriiegt, wie das Resultat dessen mittle- . 
rer Fehler m ist. 

4* 
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Hiemach ist: 

m 

m 



Gewicht. § 26. lieber die betreffende Qtite der Beobachtun- 

gen und der aus ihnen gezogenen Resultate urtheüt man, 
durch Vergleichung derselben mit den Beobachtungen 
, eines bekannten Grades der Genauigkeit, d. h. mit sol- 

chen, deren mittlerer Fehler irgend einer bestimmten 
Grösse entspricht. Es möge k der mittlere Fehler solcher 
normalen Beobachtungen sein; indem wir annehmen, dass 

sie alle gleich zuverlässig sind, so wird in dem mittlem 

k 
. Resultate aus p solcher Beobachtungen der Fehler —p- 

enthalten sein. 

Wenn in dem Resultate x=Q, welches aus s Be- 
obachtungen, deren mittlerer Fehler m, gezogen wurde, 

ein eben so grosser Fehler f -tt- ) enthalten ist, so kann 

k m ^^'^ k* « 

Je m K. . s 1 Tx« 

man -7-= -7^- setzen, woratis p= — ;— entsteht. Diese 

letzte Zahl p wird das Gewicht des Werthes x=Q 
genannt und zeigt an, wie viel Beobachtungen von be- 
stimmter Güte zu machen nothwendig sind, um einen 
Fehler gleich demjenigen zu erlangen, den/ das Resultat 
x=Q enthält. 

Hiemach steht das Gewicht im directen Verhält- 
niss zur Anzahl der Beobachtungen s, auf welche sich 
das gegebene Resultat gründet, und im umgekehrten Ver- 
hältniss zum Quadrate des mittlem Fehlers dieser Beob- 
achtungen. Da -jr- der mittlere Fehler des Resultates 

x=Q ist, so muss das Gewicht des gegebenen Resultates 
im Allgemeinen umgekehrt proportional dem Quadrate 
des in ihm enthaltenen Fehlers sein. Aber dieser Feh- 
ler ist umgekehrt proportional dem Maasse der Genauig- 
keit, die dem Resultate x=:Q entspricht; folglkh steht 
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das Gewicht auch mit dem Quadrate des Maasses der 
Genauigkeit des gegebenen Resultates im geradem Ver- 
hättniss. 

Wenn der von unserer Wahl abhängige Coeffident 
k=l gesetzt wird, so muss der Bestimmung x=Q dem 

Maasse der Genaui&ckeit H= -*-j:h und dem Gewichte =^—9 

^ my^2 2m* 

V s 
oder -^-^ entsprechen, wo 2jfi die Summe JJ'\'J*J* 

+...^(^) .J^^^ bedeutet. Diese Regel giebt auch Laplace. 
Alles was hier über das VerhSltniss des Gewichts 

■ 

zmu mittlem Fehler gesagt ist, kann man ebenfalls von 
dem Yerhältniss des Gewichts zum wahrscheinlichen Feh- 
ler sagen, denn die mittlem und wahrscheinlichen Feh- 
ler stehen unter einander in constantem Yerhältniss. 

Wenn -rr- und -jr-^ die Fehler der einzelnen Re- Das Oewicht 

y S y S einer Grösse, 

ultate x=Q und x=Q' sind, so werden ihre Gewichte ^|® *^' ^^^^ 



8' 



oder mehre- 



P=^ «nd V'=-^i sein, hiemach folgt aber aiw ^^J^^^'- 

1 i^i . 1 / A \ » hergeleitet 

der Gleichung (A), dass wird. 

p.Q+p 'Q' 

P+P 

Das Gewicht dieser Bestimmung ist gleich 



11^ ~ ^\m^ ^ m' V' 



oder p+p'. Zu ähnlichen Schlüssen würden wir gelan- 
gen, wenn wir x mit Hilfe von 3, 4 oder überhaupt 
irgend einer Anzahl einzelner Resultate aus verschiede- 
nen Beobachtungsreihen ermitteln. In jedem Falle wird 
der wahrscheinlichste Werth der gesuchten Grösse er- 
kalten, wenn wir jedes einzelne Resultat mit dem ihm 
entsprechenden Gewichte multipliciren und die Summe 
solcher Froducte durch die Summe der Gewichte aller 
einzelnen Resultate dividiren. Die Summe dieser Ge- 
wichte drückt alsdann das Gewicht der gefundenen wahr- 
scheinlichsten Grösse x aus. 
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Nichtttberein- § 27. Bisweilen unterscheiden sich die mittlem Re- 

■*^?™^^®' sultate einiger Beobachtungsreihen bedeutend von einan- 

trotz dem, dcF; obgleich in jeder Reihe die Beobachtungen selbst 

dass die ein- ^^y^ g^j^ untereinander übereinstimiiien. Die Verschie- 

zelnen Beob* " , , 

achtungenje- denheit entsteht in diesem Faüe durch die constanten 
der Reihe un- Dehler, die sich in einer oder mehreren Beobachtunss- 

ter einander ^ 

sehrgntüber- reihen befinden. In solchem Falle würde es nicht zu- 
einstimmen, yerlässig sein, die einzelnen Resultate zu einem allgemei- 
nen Endresultate zu vereinigen, indem man die Gewichte 
nur nach der Uebereinstimmung der Beobachtungen unter 
. sich bestimmt; im Gegentheil, man muss nicht blos auf 
die zufälligen, sondern auch auf die constanten Fehler 
Rücksicht nehmen. Wenn die bei den Beobachtungen 
benutzten Instrumente nicht genau untersucht sind, dann 
ist es allerdings unmöglich, die einzelnen Werthe ihrer 
Fehler anzugeben. Kennt man aber die allgemeine Ei- 
genthümUchkeit der Instrumente, so kann man wenig- 
stens über die Ursache und den möglichen Werth der 
constanten Fehler urtheilen; dabei bleibt es jedoch zum 
grossen Theil unbekannt, auf welcher Seite die betreffen- 
den Ursachen wirken. Bezeichnen wir demnach durch 
ic den vorausgesetzten constanten Beobachtungsfehler, 
dp*ch +m den zufalligen Fehler, und durch f den voll- 
ständigen Ausdruck der mittlem Beobachtungsfehler, die 
von c und m abhängen, so erhalten wir, wegen der 
Ungewissheit der zu c und m gehörenden Zeichen -f- 
und — , für f zwei gleich wahrscheinliche Bestimmun- 
gen: + (c + ^^) ^^<i i (c — i^)« Auf diese Weise 
ergeben sich auch für f^ zwei gleich wahrscheinliche 
Ausdrücke : 

c*+ni*+2cm und c^-j-m^ — 2 cm, 

Da wir aber keinen Grund haben, einen Ausdruck 
dem andern vorzuziehen, so müssen wir ihr arithmetisches 
Mittel für die wahrscheinlichste Bedeutung des mittlem 
Werthes von f* annehmen. 

Alsdann ist 

f2— c« + m» und f=/c»+ni». 
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Man überzeugt sich leicht; dass diese Methode^ f aus- 
zudrücken, nicht blos ihrer Einfachheit, sondern auch ihrer 
Zuverlässigkeit wegen, vortheilhafter als jede andere ist. 
Denn wenn wir an Stelle des 2, Grades andere gerade 

2n 



Potenzen nehmen und f="|Ac*"+m*** setzen, wo 2n eine 
positive ganze Zahl, grösser als 2 ist, so wird sich f, je 
grösser wir n nehmen, desto bedeutender dem grössern 
der beiden Werthe c und m nähern; und bei hinreichend 
grossem n wird der Einfluss des kleinem der beiden 
Fehler c und m auf f unmerklich sein, was dem End- 
zwecke, fiir welchen f berechnet wird, widersprechend ist. 
Auch wenn wir das arithmetische Mittel für den Aus- 
druck des mittleren Werthes der Grösse f ^ nehmen, da- 
bei, wie oben gezeigt wurde, schliessen, und (c+m)*^ und 
(c — m)2° für gleich wahrscheinlich halten, so würde sich 

f=±|c«"+n(2n— 1) c2»-2.m« + ...n(2n— I)c2.m2°-2^m2n | 

ergeben. Mit der Vergrösserung von 2n wird sich dieser 
Ausdruck mehr und mehr ±(c+m) nähern, ohne je ihm 
gleich zu werden. Zum Beispiel, wenn wir c=3 und 
m=:l annehmen und 2, 4, 6, 8 . . . anstatt 2n setzen, 
80 erhält man nach der letzten Formel für f die Werthe 
3,164; 3,415; 3,573; 3,670 u. s. w., d. h. mit dem An- 
wachsen der Zahl 2n nähert sich f mehr und mehr der 
Summe 3-1-1=4. 

Es ist kein Grund anzunehmen, dass ±(c+ni) bes- 
ser als +(c — m) den vollständigen Beobachtungsfehler f 

ausdrücke, deshalb gebührt der Formel f=+ycH-in^ 
vor der zuletzt erwähnten der Vorzug und obgleich nach 
beiden Formeln f näher ±(c-|-m) als +(c — m) kommt, 
BD entfernen wir uns jedoch nach der ersten Formel 
weniger von +(c — m), als nach der letzten. 

Ermitteln wir c und m und berechnen €= + --, 

ys 

so finden wir den mittlem Fehler des Resultates aus s 
Beobachtungen; das Quadrat dieses Fehlers wird gleich 
c^ tI- 6* und das dem Resultate entsprechende Gewicht 



JL 

2n 
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=g ^ jj, wo k dieselbe Bedeutung wie in § 26 hat. 

C ' I c 

Auf gleiche Weise findet man die Gewichte der andern 
Beobachtungsreihen. Besitzt man aber die ihnen entspre- 
chenden Gewichte; so kann man alle einzelnen Resultate 
zu einem allgemeinen Endresultate vereinigen. 
Der mittlere § 28. Mit Hilfe der oben angeführten Grundsätze^ 
?'®^^®J,^ ?^^^ kann leicht folgende Aufgabe gelöst werden: wenn man 
p der Grösse die mittlem Fehler m^ m', m". . . der Ghrössen X, X' X'^ . . .; 
u zu finden, ^^ unmittelbar aus den, unter einander unabhängigen^ 
kannte Fimc Beobachtungen abgeleitet wurden, sowie die Gewichte 
Jf**" J°'^.'^' dieser Grössen, p, p', p'' . . . kennt, so wird der mittlere 
Fehler M imd das Gewicht P der Grösse U, die eine 
bekannte Function von X, X', X'' .... ist, zu finden 
gefordert. 

Die Beobachtungsfehler pflegen stets sehr klein zu 
sein, bezeichnen wir daher durch e, e', e" . . . die wirk- 
lichen Fehler der beobachteten Grössen X, X', X'' .... 
und durch E den Fehler, den wir bei U begehen, indem 
wir ü mit Hilfe der unrichtigen Grössen X, X', X" . . . 
berechnen, so wird es wegen der geringen Grösse von 
e, e', e'' . . . und E möglich sein, dieselben statt der Diffe- 
rentiale von X, X^, X'' . . . und U zu nehmen; alsdann 
entsteht die Gleichung 1. Grades: 

E=Ae+A'e'+>t"e"+ 

wo A=^-^, A' = ^^^, A" = ^^^^, .... die partiellen 

Ableitungen der Function U in Beziehung auf X, X', X" . . . 
sind. 
X Wenn die Beobachtungen keine constanten Fehler 

enthalt^ so kann in dem Ausdrucke 

E«=A«e2+A'«e'»+A''«e''»+ 

die Summe (AA' . ee'+Xil" . ee"+ • • •) wegen der Eigen- 
schaft der zufalligen Fehler, ebenso gross positiv als ne- 
gativ sein; da wir aber die wirklichen Fehler nicht ken- 
nen, ersetzen wir sie durch die mittlem Fehler ±m, 
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±m', . . .; folglich wird die mittlere Ghrösse von E^ d. h. 
M* gefunden^ indem wir m*, m'* . . statt e*, e'*, .... 
und Null statt der Summe XX* . ee'+JU" . ee'' + • • • • 
nehmen; hiemach ist 

M«=A«m« + >l'*m'«+>t"*m"«+. . . 
Ist k der mittlere Fehler solcher Bestimmimgen^ durch 
deren Vergleichung die Gewichte p, p', p" . . . der Grössen 

X, X', X" . . . berechnet werden, so wird p=^;, p'=^. . . . 

sem; und das mit Hilfe von X; X'; X'' . . . abgeleitete 

Gewicht P der Grösse U, muss =^^5 sein: setzt man 

k* k* 

demnach m*= -; m'* = --; . . . und hebt k* aus demZäh- 

p . y . 

ler und Nenner, so ergiebt sich*): 

1 



P = XX X'X' X** X" , 

P P^ If 
Wenn jedoch T eine andere Function derselben Grös- 
sen X, X', X'' '. . . ist, so erhält man den mittlem Fehler 
N der Grösse T, der von den Fehlem in X, X', X" . . . 
nach der Formel: 

N« = Pm« + l'«m'« + l"«m"« + . . . 

abhängt, wo 1= «s^, 1'=^^, p'=-_^ u. s, w. ist 

Jedoch werden in diesem Falle M und N von einander 
abhängig sein. 

Es möge F der wirkliche Fehler der Grösse T sein, 
der durch die aus den Beobachtungen gefundenen Grös- 
sen X, X', X'' . . . berechnet wurde, alsdann ist 

F = le-|-l'e' + l"e''-+- 

E.F=(Xe + A'e'+>l"e" + ...) • Ge + lV+l"e" + .-0 
=il . e»+A'P . &*...\(XV+X*l) . ee'+ 1 



•' 



k» 



^ l^ 1 

* p "^ ^' p' + *" p'' + • • • p + p' + p" + • • ' 
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Wegen der Eigenschaft der zufiLlligen Fehler e^ e', e'\ . . 
kann die Summe | (>ll' -|- X'l) ee'+ . . .1 ebenso gross po- 
sitiv wie negativ sein und daher wird M . N, oder der 
mittlere Werth des Products E . F, 

M . N = A1 . m^ + X'V . m'«4->t'a" . m''«+ . . . 
Dividirt man dieses durch N*, so ergiebt sich 
M _ AI . m ^ + Aa^m^^-f... 
N~ il.m2-fH'.m'« + ... 

Der Bruch r?? drückt das Verhältniss des Gewichts der 

Ghrösse T, dessen mittlerer Fehler N ist, zum Gewichte 
der Grösse U; mit dem mittlem Fehler M aus. 



n. Capitel. 

Berechnung der Beobachtungen mit mehreren unbe- 
kannten, von einander unabhängigen Grössen. 



1) Aufstellung und Lösung der Grundgleichungen. 

§ 29. Wir setzen hier voraus, dass die Beobach- 
tungen von den constanten Fehlem, befreit sind und nur 
zufällige enthalten. In den hierher gehörigen Fragen soll 
femer angenommen werden, dass keine der gesuchten 
Grössen von den andern gesuchten bedingt wird, und dass 
sie nicht aDe unmittelbar beobachtet sein können, sondern 
aus der Messung solcher Grössen, mit welchen die gesuchten 
in einer bestinunten Verbindung stehen, abgeleitet werden. 

Die drei mög- Hier sind drei Fälle möglich: 

Uchen FäUe. ^^<^ j)j^ Anzahl der Beobachtungen kann kleiner 

als die Zahl der gesuchten Grössen sein, alsdann ist die 
Bestimmung dieser Grössen unmöglich. 

2) Die Anzahl der Beobachtungen ist gleich der 
Zahl der Unbekannten, dann werden die gesuchten Grössen 



V. 
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nach den gewöhnlichen Regeln der Mathematik berechnet 
und befriedigen mit Genauigkeit den gegebenen Beobach- 
tungen, deren Fehler jedoch dabei nicht ermittelt werden 
können. 

3) Die Anzahl der Beobachtungen übersteigt die 
Zahl der Unbekannten, dann können die Unbekannten 
durch verschiedene Verbindungen der Beobachtungen ge- 
funden werden; aber in Folge der Beobachtungsfehler unter- 
scheiden sich alsdann die verschiedenen Bestimmungen einer 
und derselben Grösse mehr oder weniger von einander, 
dienen aber dadurch zur Enthüllung der Fehler selbst. 

Die beiden ersten der erwähnten Fälle liegen uns 
fern. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung betrachtet nur 
den dritten Fall, und legt uns Methoden vor, solche 
Werthe der gesuchten Grössen zu berechnen, die am 
besten allen Beobachtungen, wie gross auch die Zahl 
derselben sein möge, entsprechen. 

Um diese Aufgabe am bequemsten zu lösen, sucht Behandlung 
man zuerst die anc^enäherten Werthe der Unbekannten, ^^ ^- ^a^Jfs» 

wo mehr Bc" 

indem man nicht alle, sondern nur einige der Beobach- obachtungen 
tungen, die die günstigsten zu einer solcher Bestimmung f^^ ^^^®' 

sind, benutzt. handen sind. 

Nehmen wir an, dass V, V, V" . . . die Grössen 
sind, welche aus den Beobachtungen unmittelbar abge- 
leitet wurden und X, Y, Z . . . die unbekannten zu be- 
stimmenden Grössen. 

Wenn Xq, Yq, Zq . . ., die nach der allgemeinen ma- 
thematischen Theorie gefundenen Näherungswerthe der 
gesuchten Grössen X, Y, Z . . . ausdrücken, so verlangt 
man die kleinen Correctionen derselben x, y, z . . . so zu 
berechnen, dass, wenn wir X=Xq-|-x, Y=YQ-f-y, 
Z=Zo + z annehmen, diese Werthe soviel als möglich 
alle Beobachtungen überhaupt befriedigen, d. h. damit, 
wenn man in umgekehrter Weise mit Hilfe von Xq+x, 
Y^-f-y, Zq+z . . . die beobachteten Grössen V, V', V" . . . 
berechnet hat, die Unterschiede zwischen den Beobach- 
tungen und Berechnungen sich so gering ergeben, als dies 
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, nach der Eigenthümlichkeit der Beobachtungen möglich 
ist. Der Einfachheit wegen wollen wir uns auf drei Un- 
bekannte beschränken^ weil die hier zu erklärenden Re- 
geln sich leicht auf jede beliebige Zahl von Unbekannten 
ausdehnen lassen. 

Der Zusammenhang der beobachteten Grössen V, V, 
V" . . . mit den gesuchten X, Y, Z . . . muss bekannt 
sein; möge derselbe durch die Function 

F(X, Y, Z, K, L...)=V (A) 

ausgedrückt werden, wo K, L . . . gegebene Zahlencoef- 
ficienten sind , welche för verschiedene V, V, V" . . - 
verschieden sein werden. Aus den Beobachtungen, die 
stets mit Fehlem behaftet sind, erhalten wir statt der ge- 
nauen Werthe V, V', V" . . . die von ihnen nur wenig 

verschiedenen Grössen Q, Q', Q" Bezeichnen v, v', 

v" . . . die Beobachtungsfehler, so fuhrt uns jede Beob- 
achtung zu einer Gleichung von folgender Form: 
V=Q+v=F(Xo+x, Yo+y, Zo+z, K, L . . .) (B) 
Die durch § 30. Solche Gleichungen können sehr zusammen- 

Veremfa- gesetzt seiu: iedoch wenn man die Kleinheit der Grössen 

chung hervor- ^ ' «^ 

gehenden ur- X, y, z, V, v', v'' . . . berücksichtigt, SO kann man diese 
sprttngiichen Gleichungen durch einfachere und zwar durch algebrai- 
sche des ersten Grades in Beziehung auf x, y, z ersetzen. 
Zu diesem Zwecke ist es nothwendig, indem man an- 
fänglich X, y, z unberücksichtigt lässt, aus der Gleichung 
B und der ihr ähnlichen, die Grössen V©, V©', V^" .... 
zu berechnen, welche aus diesen Gleichungen anstatt V, 
V', V" . . . erhalten werden. Alsdann kann man die Glei- 
chung (B) nach dem Taylor'schen Lehrsatze in eine, 
nach aufsteigenden Potenzen von x, y, z geordnete, Reihe 
verwandeln und wegen der geringen Grösse von x, y, z 
sich auf ihre ersten Potenzen beschränken. Auf diese 
Weise entsteht: 

Q+v_Vo+^ ^+dYo y + dZo ^' 
^^ 3y^' Sv^ ' "KT" ^^^^^^^^y partielle Ableitungen 
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der Function V^ in Beziehung auf Xq, Yq, Zq genommen 
sind; der Einfachheit wegen bezeichnen wir diese par- 
tiellen I>ifferentiale durch % SS, (S und wollen ausser- 
dem Vo — Q=N setzen. Alsdann entsteht aus der Glei- 
chung (B) folgende 

v=«x+®yH-Sz+N 
AehnUche Gleichungen ergeben sich soviel ^ als Beobach- 
tungen existiren^ und jeder von ihren Coefficienten 91, 
9f S; N erhält im Allgemeinen einen verschiedenen 
Werth. Der Symmetrie wegen wollen wir diese Coefficien- 
ten mit gleichen Buchstaben bezeichnen und ihnen einen 
Strich bei der zweiten Gleichung ^ zwei Striche bei der 
dritten Gleichung u. s. w. hinzufügen. Alsdann gelangen 
wir, wenn alle Beobachtungen der Rechnung unterwor^ 
fen werden, zu folgendem Systeme von Gleichungen. 
V =%x +% +(5z -fN 1 
V' = 3('x + «'y + g'z +'N' ( (I) 

v"=9l"xH-»"y4-S"z + N" \ 

u. s. w. 
Da man v, v', v^' . . . nicht kennt, so ist es unmög- 
lich X, y, z zu berechnen; aber jede Hypothese über 
X, y, z giebt fär v, v', v" . . . ein besonderes System von 
Werthen, und die vordieilhafteste Hypothese wird die 
sein, welche zu den Beobachtungen am bequemsten passt, 
d. h. den geringsten Veränderungen bei den aus der 
Messung gewonnenen Zahlen entspricht. Nun werden in 
jeder Hypothese über v, v', v" . . . 
h h^v« t' h'V« 



• • • 



die Wahrscheinlichkeiten ausdrücken, dass v, v' . . . . 
die Fehler der 1., 2. u. s. w. Beobachtung sind. Hier- 
nach wird die Wahrscheinlichkeit der gemeinschaftlichen 
Existenz der Fehler v, v', v'^ . • . nach § 1 durch das 
Product 

h . h^ > h^^ g-(h«v« + h'V« + h"«v'«4- . . .) 

Y^ • Y^ • T^^ 

bestimmt. 
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Diese Wahrscheinlichkeit wird um so grösser ^ je 
kleiner die Summe 

S = y V« + h'« V'» + h"a V"« + . . . 
ist Aber die Berechnung der Grössen v, v', v" . . . . 
hängt von der Annahme der x^ j, z ab; um demnach die 
gedachte Bedingung zu befriedigen; ist es nothwendig; dass 
die partiellen Ableitungen der Summe S; die in Be- 
ziehung auf jede der von einander unabhängigen Grös- 
sen X, j; z genommen sind; jede fiir sich gleich Null 
werde. Und setzen wir daher der Kürze wegen 

und bezeichnen durch ^y t], ^ die wahrscheinlichsten 
Werthe der Grössen x, y, zj so finden wir sie aus den 
Gleichungen: 

A = O; B = 0; C = o. 

Entwickeiung Solchcr Gleichungen werden so viele sein, als es un- 

^mentaigier- l^^kannte Grössen x, y, z giebt und daher sind sie zur 

chungen. Bcsthnmung der Unbekannten hinreichend. Um diese 

Gleichungen zu lösen, ist es zunächst nothwendig, A, B, C 

durch X, y, z auszudrücken. Setzt man daher 

hv = a;, hV = w', h"v" = cu" u. s. w. und 

hSl == a, hä' = a', hSl" = a" 

hö = b, hö' = V, h«"==^b''. 

he = c, hS' = c' hS" =r c" 

hN = n, hN' = n' hN" = n" 

so ist hiemach 

S ==fti« +w'« +fti"ä+ . 
ft>=ax-)-by+cz+n ^ 

ia* =a'x +b'y +c*z +n' | (II) 

öl" = a"x + b"y + c"z + n" u. s. w.' 
Die Gleichungen (IT), welche wir Fundamental- 
oder Grundgleichungen nennen wollen, erhält man 
aus den ursprünglichen Gleichungen (I) durch Multipli- 
cation derselben mit dem entsprechenden Maasse der Ge- 
nauigkeit, oder dem Gewichte der Beobachtung. Auf 
diese Weise wird 



• . . 
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. ,, dS dw , , dw' , . i i . .. ii . 

,^ ,, dS Aw dctf' 

^ .. dS dfti dctf' 

^ /*d^='*'d^+'^'dz+••• + '^''■+■'^'''' + '^"^"■*"••• 
AIl Stelle von w, w', cu" u. s. w. setzen wir ihre 
Ausdrücke aus der Gleichung (H) und der Bequemlich- 
keit wegen wollen wir nach Gauss' Vorschlag die Sum- 
menhezeichnung fiir symmetrische Functionen einfuhren; 
und statt einer Summe ähnlicher Glieder^ nur ein Glied 
derselben mit Klammem umgeben schreiben, so dass 
a2-ha'«+a"«+...=(aa); ab+a'b'+ a"b" -|- . . . =(ab) 
u. 8. w. ist; abdann erhalten wir 

A = (actf) = (aa)x + {^^)j + (ftc)z + (an) . 
B=(bc(;)+(ab)x+(bb)y+(bc)z+(bn)j (DI) 

C = (aa) = (ac)x + (bc)y H- (cc)z + (cn) ' 
Folglich werden die wahrscheinlichsten Werthe f, rj, ^ Gleichungen, 
der gesuchten Grössen x, y, z aus folgenden Gleichungen *^ weidien 

berechnet : * acheinlichsten 

o = (aa) f + (ab) rj + (ac) ^ + (an) ^ Werthe von 

= (ab)? + (bb)l?+(bc)e+(bn) (IV) re'chn'et* 

o=(ac) f +(bc)7+ (cc) l + (cn) ' *^«"' 

Bestimmt man | aus der ersten Gleichung *), in wel- 
cher als Coefficient von ^ daa gnadratiBcha Glied (aa) 



wer- 



*) Um £ aus der ersten Gleichung zu bestimmen, dividire man 
nmächst seinen Coefficienten fort, so dass 

(aa) (aa) (aa) 
Die Elimination wird alsdann durch Gauss' Vorschlag sehr ver- 
einfacht, indem man erst das Product von ^~L mit jedem andern 

(aa) 

Coeffidenten der ersten Gleichung bildet, also ^^ (ab), i5r/ (ac), 

(aa) (aa) 

p~ (an) und von den Coefificienten der zweiten Gleichung (bb), 
(bc), (bn) der Beihe nach diese Producte abzieht, so wird die Differenz 
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sich befindet und setzt den Werth desselben in die beiden 
übrigen Gleichungen; so entstehen Ausdrücke^ die kein ^ 
enthalten. Wenn namentlich^ übereinstimmend mit Gauss, 
festgesetzt wird, dass 



(bc)-[^](ac) = (bc 
(bn)-|^j(an) = (bn 



1) 
1) 
1) 



(*^) ~ (^) (**) = (*^ 



(cn) 



f-\ (an) = (cn 
(aa) ^ ^ ^ 



1) 
1) 



so findet man: 

o = (bb . 1) i?4-(bc 
= (bc . 1) ij + (cc 



l)g + (bn.l) 
1) S + (cn . 1) 



(V) 



Bestimmen wir ebenso ri aus der ersten dieser Glei- 
chimgen, in welcher wir (bb . 1) ab Coefficionten von i; 
antreffen und setzen seinen Werth in die zweite Glei- 
chung; so ergiebt sich 

o = (cc.2)C + (ci».2) (VI) 

wo (cc . 2) = (cc . 1 — /or""i \ (^^ • 1) ^"^S^ 

(cn . 2)=(cn . 1) — ^, ' A (cn . 1) angenommen ist. 

Berechnet man nun ^ aus der Gleichung (VI), so 
finden wir i; aus den Gleichungen (V) und endlich % aus 
den Gleichungen (IV). 



(bb) — (5^ (ab) mit (bb . 1) und 
(aa) 

_(ab) 



(bc) 



(aa) 



(ac) mit (bc . 1) bezeichnet. 



Hierauf bildet man ein Product aus dem Coefficienten von i\ 

i59 mit (ac), (an), so dass 1522 (ac), i^ (an) entsteht, zieht diese 
(aa) (aa) (aa) 

dann von den Coefficienten der dritten Gleichung (cc), (cn) ab 

und bezeichnet ihre Differenz 

(cc) — (^^ (ac) mit (cc . 1) 
(aa) 

(cn) - (?£} (an) mit (cn . 1). 
(aa) 



(5) 
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Die Gleichungeii (IV), (V), (VI) sind nur flir die 
wahrscheinlichsten Werthe der gesuchten Grössen x, y, z 
richtig; die allgemeinen Ausdrücke für x, y, z, welche 
¥on (0, (a% 0)** , . . abhängen, werden aus der Gleichung 
(in) abgeleitet Löst man die Gleichungen (HI) in ähn- 
licher Weise, wie die Gleichungen (IV) gelöst wurden, 
und setzt 

' B-^^ A=B'; 0-5-5^. A=C' 
(aa) (aa) 

^ (bb .1) • ^-^ 
SO ergehen sich 

B' =(bb . 1) y + (bc . 1) z + (bn . 1) 
C = (bc . 1) y + (cc . 1) z + (cn . 1) 
C" = (cc . 2) z + (cn . 2) (6) 

§ 31. Die grösste Schwierigkeit bei der Berechnung Bestimmang 
der wahrscheinlichen Werthe der eesuchten Grössen be- ^®® Maasses 

o der Genauig- 

Stent in der Bestimmung von h, h', h" . . ., den Maasseji keit bei den 
der Genauigkeit, welche zu jeder der ursprünglichen '"^P'^s^" 
Gleichungen (I) gehören. Im Allgemeinen findet man chungen. 
h, h', h'' . . . durch Untersuchungen der Beobachtungs- 
methoden, aus welchen diese Gleichungen abgeleitet wur- 
den, indem man dabei die Zahl und Güte der Beobach- 
tungen in Rechnung zieht. Wenn die wahrscheinlichen 
Fehler f, f, f " . . . gefunden und s, s' . . ., die Anzahl 
der Beobachtungen, auf die sich die 1., 2. u. s. w. der 
ursprünglichen Gleichungen gründen, gegeben sind, so 
kann man für die ihnen entsprechenden Maasse der Ge- 
nauigkeit h, h', h" . . . die Ausdrücke: 

, k . Vs , , k . y"s' 

h = — 7.^ , h' = — -^ — , u. s. w. 

annehmen, wo k ein constanter, willkührlicher Coefficient 
ist, der dasselbe wie in § 14 bedeutet; der Zahlenwerth 
desselben hängt von der Einheit ab, durch die die Feh- 
ler ausgedrückt sind und die man nach Bequemlichkeit 
der Rechnung auswählen kann. 

5 
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Wie die Giei- Die Coefficieiiten 31, So, ß', N, 81', Ö' . . . . werden 

chungen (IV) ^^^.^.1^ x^, Yq, Zq, den vorläufig bekannten Näherungswerthe 
chungen (II) der Hauptunbekannten X, Y, Z berechnet Wenn man 
entstehen. beim Aufstellen der Fundamentalgleichungen jede von 
ihnen mit dem CoefScienten eines der gesuchten Grössen, 
z. B. X, multiplicirt, indem man dabei das Zeichen -^ 
oder — beachtet, welches sich bei diesem Coefficienten 
befindet*), so giebt die Summe der mit diesem Coeffi- 
cienten multiplicirten Gleichungen gleich Null gesetzt, 
die erste von den Gleichungen (IV), Auf ähnliche Weise 
wird die zweite der Gleichungen (IV), durch die Bezie- 
hung auf y und seinen Coefficienten in den verschiede- 
nen Gleichungen (11) und endlich die dritte Gleichung 
durch die Beziehung auf z und den bei ihm befindlichen 
Coefficienten gebildet. **) Durch allmählige Substitution 
gelangen wir dann zu den Gleichungen (V) und (VI), 
welche die Aufgabe lösen. 

Die ursprünglichen und Fundamental - Gleichungen 
müssen aber wirklich von einander verschiedene Aus- 
drücke darstellen, sodass keine von den Gleichungen (H) 
in den andern in versteckter Weise enthalten sei: im ent- 
gegengesetzten Falle ist es unmöglich, die wahrschein- 
lichsten Werthe der gesuchten Grössen zu ermitteln. 

Die Aufgabe, die Grössen f , iy, ^ . . . oder die Cor- 
rectionen der nahezu gegebenen Grössen X, Y, Z ... zu 
berechnen, wird unbestimmt und folglich unlösbar, wenn 
die Gleichungen (III) nicht auf von einander unabhängige 
Bedingungen beruhen und daher zu einer identischen 
Gleichung führen, wie z. B. 

FA-fGB + HC + K = 0, 

*) Also die erste Gleichung (II) mit a, die zweite mit a', die 
dritte mit a'' multiplicirt. 

**) d. h. um die zweite Gleichung (IV) zu bilden, multiplicirt 
man die Gleichungen mit den verschiedenen Coefficienten von y, 
und zwar die erste der Gleichungen (II) mit b, die zweite mit b', 
die dritte mit b^'. Ebenso um die dritte Gleichung (IV) zu erhalten, 
die erste mit c, die zweite mit c', die dritte mit c". 
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wo F; Qt, H; K von X; Y; Z unabhängige Grössen sind. 
Denn setzen wir statt A; B; C ihre Ausdrücke aus den 
Gleichungen (IQ); so entsteht eine identische Gleichung, 
in welcher die Coefficienten von x, y, z gleich Null sein 
müssen; man erhält abdann 

F(aa) + G(ab) + H(ac) = 
F(ab) + G(bb) + H(bc) = 
F(ac) + G(bc) + H(cc) = 
F(an) =5 G(bn) + H(cn) = — K. 
Nun ist es leicht zu beweisen, dass auch K = sein 
mass. Um dies zu zeigen, wollen wir solche Grössen 
Sj S*f 9^' . . . , annehmen], die folgenden Gleichungen 
genügen: 

Ö=aFH-bG+cH, ©'=a'F+VG+c'H u. s. w. 
Multipliciren wir die erste dieser Gleichungen mit a, 
die zweite mit a' u. s. w. und nehmen dann die Summe 
aller solchen Producte, so kommt 

a = F(aa) + G(ab) + H(ac) = 0, 
wo {a8) die Summe a0 + a'ö'+ • • • bedeutet. 

Auf eine ähnliche Weise entstehen die Gleichungen: 
(b©) = (ae)=ÄO u. s. w. 
Multipliciren wir also die Ausdrücke für S, ß* . ^ » mit S, 
Ö'.. ., so haben wir: 

(80)=ee+#'ö'+ . . . =F(aö) + G(be)+H(be)=0. 
Die Summe 0Ö+6'0'+ . . . kann aber nicht anders 
=0 sein, als wenn 0=0, 0'=O . . .; nun ist 
(ön)=F(an)+G(bn) + H(cn)=— K 
lind da (^n) = ist, so muss auch E=sO sein; in diesem 
Falle ist auch 

FA+GB + HC=0. 
Wenn man folglich statt x, y, z setzt x-|-AF, y + AB, 
z+AH, wo l einen willkührlichen Coefficienten bezeich- 
net, so kommt n=ax+by + cz + 't . (FA+GB-f-HC) 
oder w=ax+by-|-cz, d. h. o) verändert sich dabei nicht; 
dasselbe gilt auch für (o*, u)** . . . Indem auf diese Weise 
X, y, z und das Product AF, XQt, AH beliebig vergrössert 
oder verkleinert werden können, ohne dass (o, ea' . . . sich 

5* 
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ändern^ so ist die Aufgabe x, y^ z zu berechnen^ eine in 
diesem Falle unbestimmte. 
Verminderung ZuT Abkürzung der Berechnungen dient der Um- 

durc^^g^S Stallt? daÄS es in den Gleichungen (IV), (V), (VI) viele 
Coefficienten. sich wiederholende Coefficienten giebt; so sind z. B. die 
Coefficienten von rj und ^ in den ersten Gleichungen (IV), 
entsprechend gleich den Coefficienien von f in der zwei- 
ten und dritten dieser Gleichungen; ebenso der Coeffi- 
cient von £ in der zweiten jener Gleichungen gleich dem 
Coefficienten von t] in der dritten derselben. Einer ähn- 
lichen Beschaffenheit begegnet man in den Gleichungen (V). 
Rasche Zu- Die Weitläufigkeit der Rechnungen nimmt jedoch 

Rechnunge^n rasch mit der Vergrösserung der Zahl der Unbekannten 
bei Vermeh- zu. Bezeichnen wir die Zahl derselben durch i und zäh- 
bekannten u" ^®^ 2^ ^®° 2^ bestimmenden Coefficienten auch die Sum- 
Bestimmung men (an), (bn) u. s. w. hinzu^ so muss man in der ersten 
z^bereohnen^- ^^^ Gleichungen (IV) i + 1, in der zweiten i, in der drit- 
den Coeffi- ten i — 1 u. s. w. in der letzten i — (i — 2) oder 2 
verschiedene ^Coefficienten berechnen ; im Ganzen also 

(i+ l)+i+ ... +2 oder iii±i} . In der Gleichung (V) 

ist die Anzahl der Unbekannten i und man mus ^ ^ ^ 

verschiedene Werthe bestimmen. Indem man alsdann zu 
den Gleichungen (VI) u. s. w. übergeht und die Anzahl 
der verschiedenen Coefficienten zusammenzählt ^ gelangt 
man zu der Endgleichung, wo nur zwei verschiedene 
Coefficienten vorkommen. Demnach wird die Anzahl aller 
verschiedenen Coefficienten durch folgenden Ausdruck be- 
stimmt, wo X das Zeichen der Summe von i=i bis i=l 
genommen darstellt: 

yoxläufigeün- =1/ . i(i+1)(2i+l) I 3;^ Ki+l U(i+l)(i-+-5 )^ 

tersuchungen 2.3 2 2.3* 

keiA^Nähf- "^ ^®^ ^^^ erörterten Methode ^; 17, ^ zu berechnen, 

rungBwerthe, Werden die vorläufig angenommenen Werthe X^, Yq, Z^ 
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so nahe der Wahrheit vorausgesetzt; dass man die 
zweite Potenz ihrer Correctionen x, y, z vernachlässigen 
kann. Im entgegengesetzten Falle wird die Lösung 
ungenügend; wenn sich jedoch §, rj^ ^ nicht zu gross er- 
geben, so kann man annehmen , dass X^-f-^, Yq-^ij, 
Zo+^ näher denn X^, Y^, Zq dem wahren Werthe von 
Xj Yy Z kommen. Ninmit man diese an Stelle von X^, 
Y^; Zq, so muss man von Neuem alle Coefficienten a, 
b; C; jXy dJy }>' j c' • . . bercchnen und darauf wiederum 
f, ri, ^ aufsuchen. Um daher unnütze Arbeit zu vermei- 
den und Unrichtigkeiten der Endresultate zu entfernen; 
ist es durchaus nothwendig; auf jede Art und Weise sich 
zu bemühen; möglichst richtige Annäherungswerthe der 
gesuchten Grössen X, Y; Z zu finden und darf nicht frü- 
her, bevor man sich durch verschiedene Prüfungen von 
der Zuverlässigkeit dieser Bestinunungen überzeugt hat; 
zur Ableitung der wahrscheinlichsten Qrössen |; rj, ^ 
schreiten. 

Diese vorläufigen Untersuchungen sind übrigens nur 
dann nothwendig; wenn die Gleichung Q4-v=F (X, Y, 
Z , . .); welche die gegebenen Grössen mit den gesuchten 
verbindet, transcendent, oder obgleich algebraisch in Be- 
ziehung auf X; Y; Z von höherem als dem ersten Grade 
ist. Wenn dagegen diese Gleichung selbst vom ersten Grade 
sein soUtC; so kann man ohne Weiteres an die Berechnung 
der wahrscheinlichsten Grössen X, Y; Z gehen; ohne erst 
ihre genäherten Werthe und darauf ihre Correctionen auf- 
zusuchen. Denn solche Untersuchungen sind einzig und 
allein nur dazu nothwendig, um die vorgelegten Glei- 
chungen durch andere zu ersetzen, in welchen die ge- 
suchten Grössen nicht den ersten Grad übersteigen. 

§ 32. Wenn die Anzahl der Beobachtungen und Grosse An- 
der aus ihnen abgeleiteten Gleichungen sehr bedeutend ^ahi der Be- 
ist, 80 kann man ohne grosse Opfer in der Schärfe der ^^d Giei- 
Berechnung die Beobachtungen in besondere Gruppen chungen. 
theilen und aus jeder Gruppe eine Fundamentalglei- 
chung ableiten. Jede einzelne Gruppe muss aber aus 
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Beobachtungen bestehen, die der Zeit nach einander nahe 
liegen; ^enn man z. B. die Elemente der Planeten- und 
Kometenbahnen sucht, die man erst angenähert geftinden 
hat, so berechnet man die Rectascension und die De- 
clination des Gestirns und vergleicht sie alsdann mit 
den Beobachtungen. 

Im Verlaufe eines geringen Zeitraumes würden die 
Unterschiede zwischen den Berechnungen imd Ausmes- 
sungen, wenn die Beobachtungen keine Fehler enthielten, 
fast constant sein; das Mittel aus solchen Unterschie- 
den zeigt den Einfluss der Fehler der angenommenen 
Elemente fiir die mittlere Beobachtungszeit. Auf diese 
Weise werden aus den einzelnen Gruppen die Funda- 
mentalorte des Gestirns für die mittlere Beobachtungszeit 
einer jeden Gruppe gebildet und daraus die Funda- 
mentalgleichungen, auf die man schon die Methode 
der kleinsten Quadrate anwenden kann, entwickelt. 

Ja wenn man selbst aus jeder einzelnen Beobach- 
tung eine Fundamentalgleichung ableitet und solcher Glei- 
chungen sich sehr viele ergeben, so kann man dieselben 
in besondere Klassen theilen, so dass sich die Gleichun- 
gen in jeder Klasse in Beziehung auf den Coefficienten 
der Unbekannten wenig von einander unterscheiden. In- 
dem man die Summe der Gleichungen einer Klasse durch 
die Anzahl dieser Gleichungen dividirt, erhalten wir eine 
mittlere Gleichung und finden das ihr entsprechende Ge- 
wicht. Solche Gleichungen löst man dann endlich nach 
der Methode der kleinsten Quadrate. Beispiele solcher 
Lösungen finden wir in Bessels Werke: Fundamenta 
nova Astronomiae, p. 290 etc. 

2) Verschiedene Ausdrücke für die Summe der Fehlerquadrate in 
den Grundgleichungeu. Bedingungen die die Bichtigkeit der 

Kechnungen ergeben. 

EntWickelung § 33. In den Grundgleichungen: 

der ersten 
Formel f. den 



cu = ax + by + cz + n (III) 



Ausdruck s. co'=a'x+b'y+c'2+n' u. s. w. 
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stellen lo, io\ lo" . . . die Producte der Beobachtungsfdi- 
1er mit den entsprechenden Maassen der Genauigkeit dar. 
Wenn man w, cd*, w" . . . nicht kennt, so können wir 
nicht die wirklichen Werthe der Grössen x, y, z finden, 
sondern erhalten blos ihre wahrscheinlichsten Werthe f, 
ly, ^ aus folgenden Gleichungen: 

(aa) ? + (ab) rj + (ac) t + (an) = Ol 

(ab) ^ + (bb) fj + (bc) l + (bn) = 0[ (IV) 

(ac) ^ + (bc) ri + (cc) ? + (cn) = 0] 

Indem wir ^, rj, t an Stelle von x, y, z setzen, er- 
halten wir aus den Grundgleichungen nicht ci>, w' . . . ., 
sondern andere, mehr oder weniger von co, ct>' . . . . ab- 
weichende Grössen X, X* , . . Auf diese Weise wird 

A=a^ + bi/-+-cC + n 
A' = a'^-fb'j? + c'^+n' 
u. s. w. 
Drücken wir die Summe S = a>^ + w'^ + • • • durch 
die Summe A^ + A'^ -+- . . ., die wir mit (XX) bezeichnen 
wollen aus, so ist augenscheinlich: 

S = co(ax + by + cz + n) + a>'(a'x + b'y + c'z-f-iiO+ • • • 
= (wa) X -|- (tob) y -|- (coc) z + (wn), 

wobei (wa) = wa + w'a' + . . .; (wb) = cob + w'b' + . . . 
(a>c) == WC + w'c' -|-- . . .; (t(>n)=wn + w'n'+ . . . 
bedeutet. 

Multipliciren wir aber A, A' . . . mit dem ihm ent- 
sprechenden 10, (o' . . , und bilden die Summe solcher 
Producte, so erhalten wir (Xiüi)=Xco-\-X^co'-\- . . . = 

= w(a^+bj? + cC + n)4-w'(a'^ + b'j; + c'^4-nO+. • • 
= (wa) f + {(oh) 7} -+- (cöc) ^ + (ft>n). 
Hiernach ist 

S-(Act>) = (ct>a) |x — ^j +(£t>b) jy-1? j + («c)jz-^ |. 

Es lässt sich leicht beweisen, dass (Aco)=(An)=(AA). Denn Beweis, daes 
(Aw)=A I ax+by+cz+n +A' | a'x +b'y +c'z-}-n' +. . . = a;.). 
= (aX) X + (bA) y + (cA)) z + (An). 
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Aber (aA) = aA-|-a'Ä'-f" • • • 

= a I a^ + biy+cr+n | + a' j a'l-fb'iy+ct+n' | . . . 

= (aa)J+rab)i/+(ac)C + (an)==0. 
Auf ähnliche Weise ergiebt sich in Folge der Glei- 
chungen (IV) 

(hl) = hk + h'l'+ . . . =0 
(cA) = cA + c'A' 4- . . . = 
. folglich (Aw) = (An). 
Ausserdem ist: 

(AA)=AA + A'A'+ 

=AJa^+bi?+c^+nj + A' ja'|+b'iH-c'?+ii' j+ • • 

= (aA)^ + (bA)i7 + (cA)C + an) 
und da (aA)=0, fbA)=0, (cA) = 0, so ist 

(An) = (AA), 
demnach ist (Aoj) = fA^.j und endlich 

S = (cüa)jx-^{+(wb)jy-i7J+(cüc)jz- ?{+(AA;. (1) 

Bedenkt man, dass (wa)=:A, (wb)=B, (ft>c)=C ist 
(§ 30, Gleich. IQ), so finden wir 

S=AJx-^j+BJy-i?j + CJz-?j+(XÄ). 

Dies ist die erste Formel für den Ausdruck S. 

Zweite Foi> Die zweite Formel für S erhält man, wenn man eine 

luidruckt" Summe aus den Quadraten der Unterschiede (lo — l), 

(«' — A') . . . bildet; bezeichnen wir diese Summe durch 

l[(o — A]^, so ist 

2;[a>— A]»==:[ai— Ap + K — ^?+ ... 

= aj^+o}'^+ . . . +A«+A'«+ ... —2 1 AceH-A'ctf '+ . . . | 

= S + (AA)— 2(Aco)=S — (AA), denn (Aiu)=:(AA) 

und hiemach 

S = 2:[fti— A]2+(AA) (2) 

Dieser Ausdruck lehrt, dass die Summe der Qua- 
drate der wirklichen Beobachtungsfehler stets grösser sein 
muss, als die Quadratsumme der Abweichungen zwischen den 
beobachteten und berechneten Werthen derselben Grössen. 
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Die dritte Formel für S folgt aus der Quadratsumme Dritte For- 
mel fGr den 
^ Ausdruck S. 



der Grundgleichungen. ^^^ ^ ^®'* 



Denn 
S=w2+w'*+ . . . 

=|ax+by-hcz+n|2+|a'x+b'y+c'z+n'|«-h...^ 

= (aa)x* + 2(ab)xy + 2(ac)xz + 2(an)x ( (3) 

+ (bb)y« + 2(bc)yz + 2(bn)y 
+ (cc) z* + 2 (cn) z + (nn) 

Diesen Ausdruck kann man in solcher Form dar- vierte For- 
stellen, dass er durch eine Summe quadratischer Glieder T^^^^^t^g" 
gebildet wird, von welchen das erste Glied alle unbe- 
kannten Grössen x, y, z enthält; das zweite aUe weniger 
eins; das dritte alle weniger zwei u. s. w. und endlich 
im letzten Gliede sie ganz und gar nicht vorkommen. 
Ein solcher Ausdruck ist in den Fällen sehr bequem, 
wenn das Integral der Function e^^dx dy dz zu finden 
verlangt wird. 

Wenn es drei Unbekannte x, y, z giebt, so muss man, 
um den gedachten Ausdruck zu bilden, drei Systeme von 
unbestinunten Coefficienten annehmen: 

P; P'; P"; P'"; <h qS q"? r, r', K, 

sodass 

s = (px + p'y + p-z + p''0* + (qy +q'z + q'O' i fA^ 

+ (rz-hrO^ + K ) ^ ^ 
sich ergiebt. 

Indem man jedes Glied ins Quadrat erhebt, erhalten 
wir für S einen mit der Gleichung (3) gleichbedeutenden 
Ausdruck, und aus diesem Grunde müssen die Coefficien- 
ten, die sich in beiden Ausdrücken bei x^, xy, y^, xz, 
yz, z^, X, y, z befinden, untereinander gleich sein. Hier- 
aus entstehen folgende Gleichungen zur Berechnung von 

h P'; p" ^- s. w. 

p2 = (aa), pp' = (ab), pp'' = (ac), pp'-==(an) 

p'2 -f q2 = (bb) , p'p- + qq' = (bc) , p'p'" + qq" = (bn) 

P"^ + q'^ + r^ = (cc), p"p'" + q'q" + rr' = (cn) 

p'''2 + q^/3 _^. r'2 + K = (nn) 
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* WeDii wir dieselbe Bezeichnung, die auf S. 64 an- 

genommen wurde, beibehalten, und 

\ ^. (cn . 2) (cn . 2) , ^. 

setzen, so erhalten wir aus den vorhergehenden Glei- 
chungen 

P-(aa)' P ~(aa)' ^ "" (aa)' "^ ^''''' (aa) 

= (bb . 1), qq'=(bc . 1), qq"==:(bn .1); r«=(cc . 2) 

rr' = (cn .2), K = (nn . 3). 

Setzt man nun an die Stelle von p, p' . . . ihre 

Werthe, so finden wir aus der Gleichung (4) 

S = j(aa)x -f- (ab)y + (ac)z -|- (an)j 

(aa) 

+ { (bb . l)y + (bc . I)z-Kbn . 1 { * 

^bb . 1 

"*■ \(^1 2)z-Kcn . 2) I '4- (nn . 3) 
cc . 2 

= (l^T) + (bbTT) + (SST2) + ^™ • ^^ 

wo A, B', C" dasselbe, wie in § 30, S. 63, 64 bezeichnen. 

Proben f. die A 34. Die vorhergehenden Ausdrücke von S und 

der Bwech- ^^^ Summen (H) führen zu bemerkenswerthen Bedingun- 

. nungen. gen, die man alsdann benutzen kann, wenn man ^e 

Richtigkeit der zu den gesuchten Grössen x, y, z be- 
Erste Probe, rechneten wahrscheinlichsten Werthe |, iy, ^ zu prüfen 

wünscht. Wir sahen, dass die Summe A^ -|- A'^ + A"'* + . . . 

oder (kl) sich gleich der Summe ÄnH-An' + An''+ . . . 

oder (In) ergeben muss. Diese Bedingung wird aber nur 

dann befriedigt, wenn bei der Berechnung von ^, rj, t 

keine Fehler begangen worden sind. 
Zweite Probe. Zu einer ähnlichen Probe dient auch die Gleichung, 

die erhalten wird, wenn wir jeden der Ausdrücke X, If 

die f, 1?, C enthalten, mit den entsprechenden Grössen 

n, n' . . . multipliciren und die Summe dieser Producte 

bilden. Auf solche Weise muss 

(AA) =(An) = (an) ^ + (bn) ij -f- (cn) ^ + (nn) 

entstehen. 
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Wir sahen ferner, dass die wahrscheinlichsten Werthe Dritt ^^ Probe. 
von X, y, z aus den Gleichungen A=0, B'=0, C''=0 
erhalten wurden; dadurch verwandeln sich x,.y, z in ^, 
rj, f und (o, ta'f co" . . . in A, k*, A" . . . In diesem Falle 
wird S gleich der Summe (kl), jedoch ftlr A=0, B'=0, 
C"=0 wird S auch gleich (nn . 3), wenn demnach f, ly, 
C richtig berechnet sind, so muss die Bedingung 

(U) = (nn . 3) 
befriedigt werden. 

Eine ähnliche Regel existirt auch lür mehr als drei 
unbekannte Grössen. Uebrigens versteht es sich von 
selbst, dass man sich bei den erwähnten Proben mit dem 
Grade der Uebereinstimmung der Summe (kX) mit {In) 
und (nn . 3) begnügen muss, welchen die Anzahl der De- 
cimalstellen gestattet, die bei den Berechnungen ange- 
wendet wurden. 

Endlich müssen wir hier noch bemerken, dass S aus Nacimcis, 

lauter quadratischen Güederfa besteht. Denn A«, B'«, f^^^^ ^^^^^ 

C"^, (aa) und (nn . 3) = (AA) besitzen schon diese Form, dratischen 

Ausserdem hängt x nur von A ab und der Unterschied ^^**^*^° ^^' 

A^ 
S __ verändert sich nicht, wenn wir x aus der Glei- 

(aa) 

A^ 

chung A=0 bestimmen; alsdann ist S — . — r gleichbe- 

^aaj 

deutend mit So = Wo + ^'o + ^"oH"' ••; ^^ *^o; ^'^'o; w"o'*- 
diejenigen Werthe sind, die w, w', w" . . . für A=0 an- 
nehmen. In diesem Falle ist (bb . 1) der Coeflficient von 
y- in dem Ausdrucke So, folglich gleich der Summe der 
quadratischen Coefficienten von y in ioq, io*q . . . 

Da femer in C" nur z enthalten ist, so behält der 

AA B'B' 

Unterschied S — 7 — : — tti — % x in allen Bedeutuneen von 

(aa) (bb . 1 ) ° 

X und V ein und' denselben Werth bei: demnach verän- 
dert er sich nicht, wenn wir zur Bestimmung von x und 
y die Bedingungen A = und. B=0 hinzufügen; in die- 
sem Falle aber stellt der Coefficient von z^, d. i. (cc . 2) 
augenscheinlich eine Summe von Quadraten dar. 



thode. 



76 



3) Berechnung der Gewichte von den wahrscheinlichsten Bestim- 
mungen gesuchter Grössen. 

§ 35. Um vollständig die Güte der gesuchten Grrös- 
sen zu beurtheilen, muss man die ihnen zugehörigen Ge- 
wichte, oder die den Grad der Zuverlässigkeit angeben- 
den Zahlen, welche die einzelnen Methoden verdienen, 
kennen. Dieses Ziel kann man auf verschiedene Weise 
erreichen. 
Erste Me- Erste Methode. Jeder Hypothese über die Werthe 

von X, y, z entspricht ein besonderes System von Zah- 
len, welche die Fehler solcher Beobachtungen v, v', v" . . . . 
darstellen, die zur Ermittelung von x, y, z dienten. Durch 
Multiplication dieser Fehler mit den entsprechenden Maas- 
sen der Genauigkeit h, h', h" . . . werden alle Grund- 
gleichungen (IV) auf ein allgemeines Maass der Genatiig- 
keit gebracht, welches wir der einfachem ßechnung we- 
gen als Einheit annehmen wollen. Alsdann wird die 
Wahrscheinlichkeit der Annahme, dass die Werthe x, y, z 
zwischen unendlich nahen Grenzen x, y, z und x -f- dx, 
y-)-dy, z-f-dz eingeschlossen sind, gleich sein der Wahr- 
scheinlichkeit der Producte hv, h'v' . . . oder gleich w, 
w' . . ., die diesen Grenzen angemessen sind. Hiemach 
muss die gedachte Wahrscheinlichkeit proportional dem 
Ausdrucke ^ 

e"" dx dy dz 

sein, wo S = hV^ + h'^v'^ + h''^^^'« + . . . 

, ^ AA ^ B'B' , C"C" , , ^, .' 
oder S=T— + ,, ,— rr + 7 ^ + (nn . 3) ist. 

(aa) (bb . 1) (cc . 2) ^ ' 

Da aber x nui- in A enthalten und dA = (aa)dx ist, 
so wird folglich, wenn man durch n das Verhältniss der 
Peripherie zum Durchmesser bezeichnet und 



setzt, das Integral 
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1 e""^ dx dy dz == :;^^ • e"" dy dz 




proportional der Wahrscheinlichkeit der eingeräumten An- 
nahme sein, dass bei irgend einem x die Grössen y und 
z zwischen den Gfrenzen y, z und y + dy, z + dz ent- 
halten sind. 

Ebenso kcmimt y nur in B' vor und es ist dB' 
= (bb . 1)dy; daher muss, wenn man 

setzt, das Integral 

^ . e-«' dy dz= -J^ _Ä. .e-^'^dz (Z) 

/(aa) •" /(aa) ' /(bb .1) 

proportional der Wahrscheinlichkeit einer gewissen Grösse 
z sein, die, bei jedem Werthe von y und z, zwischen z 
und z-f-dz enthalten ist. Das Integral des vorhergehen- 
den Ausdrucks (Z) von z = — 00 bis z=+qo genonmien, 
ist proportional der Wahrscheinlichkeit, dass x, y, z ge- 
wisse, zwischen der negativen und positiven Unendlich- 
keit vorkonunende Zahlen sind. Dies unterliegt jedoch 
durchaus keinem Zweifel, und da dC=(cc . 2) dz, so ist 
folglich das Integral 

y?r y?r —8" , y"^ y^t yii — (nn . 3) 

7(S) • /(BbTT) * ® /(ää) • /(bb . 1) • /(cc72) ' ® 

in demselben Verhältniss der Gewissheit oder Einheit 
proportional, in welchem der Ausdruck (Z) der Wahr- 
scheinlichkeit des Werthes z, der die Grenzen z und 
z-|-dz nicht übersteigt, proportional ist. Indem man hier- 
nach den Ausdruck (Z) durch die letzte Gleichung divi- 
dirt, ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit gleich 

r C'C" ^ J (cn.2)j 2 

t^^^ . encc.2)^der>^%I?^ . e~(--2)''"^(-"^)l , 
yn yTt 
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weil C" = (cc . 2) z-f- (cn . 2) ist. Hieraus achliessen wir, 
dass |A(cc . 2) das Maass der Genauigkeit in der Glei- 
ten .2) 
chune z = — , - --SV oder den wahrscheinlicthsen Werth 
^ (cc . 2) 

der Grösse z ausdrückt. Da aber das Gewicht dem Qua- 
drate des Maasses der Genauigkeit proportional ist, so 
' muss das Gewicht der gedachten Grösse z gleich (cc . 2), 
gleich dem Coefßcienten von z in der letzten Gleichung 
sein^ die nur z enthält und zur Bestinunung seines wahr- 
scheinlichsten Werthes dient. 

Um sodann die Gewichte für x und y zu finden, 
muss man die Gleichungen (IV) (§ 30, S. 63) zuerst in 
Beziehung auf x und dann in Beziehung auf j lösen, in- 
dem man dabei genau ebenso verf&hrt, wie man die Glei- 
chungen in Beziehung auf z löste. Der Coefficient von 
X, in der Endgleichung, die nur x, oder der Coefficient 
von jf in der Gleichung, die nur y enthält, giebt das 
Gewicht der vortheilhaftesten Bestimmung von x oder y. 
Die auf diese Weise berechneten Gewichte hängen von 
der*Einheit ab, welche fiir den Ausdruck des Maasses 
der Genauigkeit h , h' . . . in den ursprünglichen Glei- 
chungen (I) angenommen ist. 

Die hier auseinander gesetzten Regeln sind für jede 
Anzahl gesuchter Grössen richtig, nur muss man aus den 
Gleichungen, die aus den Gleichimgen (IV) abgeleitet sind, 
die gesuchten Grössen durch Substitution, ohne Einfüh- 
rung eines fremden Factors, eliminiren. 

Diese Methode, die Gewichte zu berechnen, ist von 
Gauss in seinem Werke: Theoria motus corporum 
coelestium § 182 angegeben worden. In der Praxis ist 
sie sehr bequem, denn durch verschiedenartige Bestim- 
mungen der Werthe ein und derselben Grössen erhält 
man viele Proben für die Richtigkeit der Rechnungen. 
Dagegen besteht die Unbequemlichkeit der betrachteten 
Methode darin, dass man zur Untersuchung der Gewichte 
sovielmal in umgekehrter Ordnung die Lösung der Glei- 
chungen, die zur Bestimmung der gesuchten Grössen x, 
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y, z . . . dienen^ wiederholen musS; als es unbekannte 
Grössen giebt Wir wollen daher andere Methoden, die 
Gewichte zu bestimmen, auseinandersetzen; alle gehören 
Gauss, und einige von ihnen sind ganz besonders ge- 
eignet, um das einzelne Gewicht irgend einer gesuchten 
Grösse zu ermitteln. Wenn man übrigens die Gewichte 
aller gesuchten Grössen zu finden verlangt, so fuhrt der 
grösste Theil der anzugebenden Methoden zu ebenso lan- 
gen Rechnungen, wie die, welche man zur Bestimmung 
der Gewichte nach der eben auseinander gesetzten Me- 
thode durchfuhren muss. 

§ 36. Zweite Methode die Gewichte zu fin- Zweite Me- 

den*). Nehmen wir die Gleichungen (II) (§ 30, S. 62): 

CO = ax + by + cz + n j ,.. 

w' = a'x + b'y-hc'z + n' u. s. w. i ^ ^ 

wo (Oj w' . . . von den Beobachtungsfehlem abhängen, 

, und stellen hieraus x und sein Gewicht dar. 

Zu diesem Zwecke multipliciren wir die erste der 
Gleichen (I) mit einem gewissen Factor a, die zweite mit 
cd u. s. w., und nehmen a, o' . . . so an, dass : 
aa + aV + a"a"-|-. . .=(aa)=l 
ba + b V + b' V + • • • = (h«) = (2) 

ca + c'a' + c"o" + . . . = (ca) = ' 
So giebt die Sunmie der erwähnten Producte: 
x=wa+£(;V-f- . . . — na — nV — . . . =(£<>«) — (na) 
Die Zahl der Bediügungsgleichungen (2) ist gleich 
der Zahl der gesuchten Grössen x, y, z, und in un- 
Bcrm Falle kleiner als die Zahl der Gleichungen (1) oder 
der denselben gleiche Zahl von Beobachtungen, Aber 
der Factoren a, «', a" . . . giebt es so viel, als Glei- 
chungen (1); folglich sind die vorherrschenden Bedin- 
gungen zxir Bestinmuung von a, a', a" . . . ungenügend, 
und um dieses Ziel zu erreichen, können wir noch einige 



*) Theoria combinationis observationuiiif auctore Gauss, Pars 
Secunda § 24. 
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andere Bedingungen hinzufögen. Es lässt sich leicht er- 
weisen^ dass die vortheilhafteste Bedingung die sei, für 
welche die Summe a^ + a'^ + a''^-}- ... die kleinste von 
allen Quadratsummen jener Factorenist, die zur Ablei- 
tung von X aus den Gleichungen (I) entnommen werden 
können. 

Denn im Ausdrucke 
x=wa+w'«' + ai"a"-|- . . . — na — nV — n'V — . . . 

= (wa)) — (na) 
pflegen die Grössen a, b, c, n, a', b', c', n' u. s. w. stets 
gut bekannt zu sein, und die Unrichtigkeit bei der Be- 
stimmimg von X hängt daher blos von den Fehlern co, 
ft>', w" . . . ab. Es möge z/x der mittlere Fehler des Wer- 
thes X sein, der aus den Unrichtigkeiten der Beobach- 
tungen stammt, so ergiebt sich, nach dem in § 26 be- 
wiesenen 

^x = /a>2^2^w'2^ :fa)^'^ö^^+T7." 
und wenn wir durch m^ das arithmetische Mittel aus den 
verschiedenen w^, w'*, cü"^ . . . bezeichnen, so wird der 
mittlere Fehler bei der Bestimmung der Grösse x durch 
die Formel 

Jx=m . /a2 + a'2 + a"2 + TT. =mf{äa) 
dargestellt. 

Hieraus geht hervor, dass der Fehler bei der Be- 
rechnung von X um so kleiner wird, je kleiner die Summe 
(ad) sich ergiebt; in diesem Falle drückt m\f(aa) eigent- 
lich den mittlem Fehler der ^ Berechnung, oder des 
wahrscheinlichsten Werthes der Grösse x aus. Demnach 
muss das Gewicht der Bestimmung x = ^ umgekehrt pro- 
portional der Summe (aa) sein. 

Man kann den kleinsten Werth der Summe {ad) be- 
rechnen, ohne besonders a, a', a" . . . zu ermitteln. Denn 
zur Bestimmung der Unbekannten x, y, z giebt es fol- 
gende aUgemeine Ausdrücke (§ 30, S. 63, Gleichgn. (HI). 
A = (aa)x + (ab)y -|- (ac)z -f- (an) = (acti) 
B = (ab)x + (bb)y + (bc)z -+- (bn) = (bco) 
C = (ac)x + (bc)y + (cc)z + (cn) = (cco) 
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Hieraus können wir wiederum x unabhängig von j 
und z darstellen y indem wir A; B; C mit solchen Facto- 
ren P, P', P'' multipliciren, sodass: 

P(aa) + F(ab) + P"(ac) = 1 1 
P(ab) + F(bb) + P"(bc) = [ (3) 

P(ac) + F(bc) + F'(cc) = \ 
Die Zahl dieser Gleichungen ist gleich der Zahl der 
Factoren P, P', P" und daher ist sie zu ihrer Bestimmung 
genügend. Wenn P, P', P'^ gefunden sind, erhält man 
x=P(an)+P'(bn)-hF'(cn)=AP+BF + CF'. 
Den wahrscheinlichsten Werthen i, tjy K, den GHki- 
sen X, y, z entsprechen die Bedingungen A = 0; B==0, 
C = 0, demnach ist 

i + P(an) 4- P'(bn) + F'(cn) = 
und 

X— | = AP + BF + CF'. 

Wenn die geeigneten Factoren a, a', a" . . , ausge- 
wählt sind; so muss die letzte Gleichung für x ebenden- 
selben Werth geben, der aus dem Ausdrucke x=(wa) — (na) 
erhalten wird. 

Es ist aber 
A=(aw)=act>+a'c<>'-f- . . .; B=(bw)=bt(i+b'w'+"« 
C=(cft>) = cci>H-c'c(>'-|- . . .; (c«>a)==:ct>a-f-co'a'+ . . .; 
folglich, wenn man die beiden erwähnten Ausdrücke für 
X mit einander vergleicht und die Glieder nach den ver- 
schiedenen Werthen von w, w*, co" . . . . ordnet, so er- 
giebt sich 

x=$+[aP+bF-f-cP"]w + [a'P-j-VF + c'F']w'-f- . . . 
= — (na) -f- aw -+- a'w' + .... 

Der Identität dieser Gleichung wegen müssen die 
Coefficienten von w, cu', . . . im ersten Theile beziehungs- 
weise gleich den Coefficienten des zweiten Theiles der 
Gleichung sein; folglich 

5 = (na) 

a==aP-hbF + cF' 
o'=a'P-f-b'F+c'F' 

U. o. W* .... 

6 



82 

Multiplicirt man diese Ausdrücke flir «, a', . . . ent- 
sprechend mit a, a', , , . und bildet die Summe ihrer Pro- 
ducte^ so findet man 
(aa) = a« 4- «'« -f- a"» -f • • • = (aa)P + (ba)P' + (ccr)P'. 

Aber wegen der Gleichungen (2) S. 79 ergiebt sich 
(aa)=l, (ba) = 0, (ca) = und daher ist 

(aa) = P, 
d. h. die Summe (aa) wird gefunden^ wenn man P aus 
den Gleichungen (3) berechnet ^ in welchen die Coeffi- 
cienten von P, P', P" dieselben^ wie die von $, iy, ^ in 
den Gleichungen (III) § 30 S. 64 sind. Die Systeme der 
Gleichungen (3) und der Gleichungen (lU) in § 30 unter- 
scheiden sich von einander nur darin, dass man in den 
Gleichungen (3) — 1 statt (an) und statt (bn) und (cn) 
nehmen muss. 

Wenn die Factoren: 

ß, ß', ß"...., Q, Q', Q", 
und 

y, y\ Y* , R, R', R" 

in Beziehung auf y und z dasselbe bedeuten, was a, «', 
a" . . . P, P', P" in Beziehung auf x darstellen; so wer- 
den die Summen (/?/9) und [yy) dem Gewichte der wahr- 
scheinlichsten Werthe ri und C, der Grössen y und z um- 
gekehrt proportional sein. Diese Summen werden auf 
eine ähnliche Weise, wie die Summe {aa) gefunden; na- 
mentlich ist jedoch: 

(a/?)=0, (b/?)=l, (c/?)=0; i (ay)=0, (by)=0, (cy)=l; 



/S=aQ+bQ'+cQ" 
^'=a'Q+b'Q'+c'Q" 



}'=aR-t-bR' + cR", 
/=a'R+b'ß'4-c'R" 



U. 8. W. U. 8. W. 

Q(aa) + Q'(ab) + Q"(ac) =0 R(aa) + R'(ab) + R"(ac) =0 
Q(ab)+Q'(bb)+Q"(bc)=l \ R(ab)-|-R'(bb)+R"(bc)=0 
Q(ac) + Q'(bc) + Q"(cc) =0 i R(ac) -|- R'(bc) + R"(cc) = 1 

(/?/?) = Q' j (yy) = R". 

Um die Bedeutung der Coefficienten P', F', Q, Q", 
R, R" zu erklären, multipliciren wir die Ausdrücke 
a=aP-f-bP'+cP", a' = a'P+b'P'+c'P' u. a. w. 
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beziehungsweise mit ß und /, mit ß* und Y etc. Die 

Summe der Producte giebt alsdann: 

(«/S) = (a<?)P + (b/J)P -f- (c/S)F' = P 
{ay) = (ay)P + (by)F -|- (cy)P" = P". 

Genau ebenso wird bewiesen, dass 

Q==(a/?)=F; Q" = f/Sy) = R'; R = (ay) = F'. 

Hieraus schliessen wir, daas zur Berechnung von* 
(ao), (/?/?), (yy) folgende Systeme von Gleichungen dienen : 
(aa)(aa) + (ab)(a/?) + (ac)(«y) = 1 
(ab)(ac) + (bb)(a/?) + (bc)(ay) = (31) 

(acXaa) -|- (bcX«/?) + (ccXay) = 



(aaX«/?) + (abX/?/?) + (acX/Jy) = 

(abXa/?) + m(ßß) + (bc)(/Sy) =1 (ö) 

(acXß/3) + (bcX/?/J) + (ccX/?y) = 

(aaXay) + (ab)(/Sy) + (acXyy) = 
(abXay) + (bb)(/9y) + (bcXyy) = (e) 

(acXay) + (bcX/?y) + (cc)(yy) = 1. 
§ 37. Die dritte Methode, die Gewichte zu Dritte Me- 
finden, ist von Hansen vorgeschlagen und wird aus **»<»<*«• 
der Lösung der Gleichungen (31), (S), (ß) abgeleitet. Zu 
diesem Zwecke wollen wir erst {aß) aus der ersten der 
Crleiehungen (®) darstellen und in die zweite substitui- 
ren; bestimmen wir auf ähnliche Weise (ay) aus der er- 
sten und zweiten und darauf aus der zweiten und di*itten 
der Gleichungen (6), so findet man, wenn man dabei 
die Bezeichnungen beibehält, welche in § 30 erklärt sind : 

(bb. !)(/?/?) + (bc.l)(i9y) = l) 
(bb.l)(/?y)4-(bc.l)(yy) = (D) 

(bc.l)(/9y)+(cc.l)(yy) = 0) 
Aus den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich 

(cc . 2) (yy) = 1 oder — = (cc . 2), 

was tibereinstimmend mit dem in § 35 bewiesenen ist, 
denn -, — : stellt das Gewicht von t dar. Nachdem (yr) 

irr) 

6* 
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gefunden ist^ findet man (ßy) aus der zweiten Gleichung 
(X)) und wenn man dann auch (ßy) besitzt, erhält man 
(ßß) aus der ersten Gleichung (£)). Werden dann die 
gefundenen (ßß), (ßy), (yy) in die Gleichungen (53) und 
(@) substituirt, so findet man (aß) und (ay) und berechnet 
endlich (aa) aus den Gleichungen (91). Uebrigens ist es 
f nicht schwer, die unmittelbaren Formeln zur Bestimmung 
von (ßß) und (aa), ähnlich jenen zusammenzusetzen, mit 
welchen man direct (yy) findet. 

Vierte Me- § 38. Die vierte Methode die Gewichte zu 

thode. bestimmen, erläutert Gauss in der Tbeoria mot. corp. 
coel. § 183. 

Wenn wir P, P', F', Q, Q', Q", R, R', R", durch 
ihre Bedeutungen ersetzen, so folgt aus dem vorherge- 
henden Paragraphen: 

X = ^ + A(aa) + B(aß) + C(ay) 

y=tj + M<^ß) + ^m + C(ßy) 

z = C + A(ay) + B(ßy) + C(yy). 

Hieraus schliessen wir, dass wenn man durch all- 
mählige Substitution die allgemeinen Gleichungen (UI) 
§ 30, S. 60 in Beziehung auf x, y, z löst, so werden die 
Coefficienten . von A im Ausdrucke x, die Coefficienten 
von B im Ausdrucke y und die Coefficienten von C im 
Ausdrucke z, gleich den Summen (aa), (ßß) und (yy) sein, 
welche den Gewichten von ^, rj, C umgekehrt proportio- 
nal sind. 

Diese piethode ermittelt zwar die Sununen (aa), 
(ßß), (yy), fuhrt jedoch zu langen Rechnungen. 

Eioieitende § 39. Auf ähnliche Weise wie (aa), (ßß) und (yy) 

^^^^J^^^e^^^von den Quadraten der mittlem Fehler Jx, Jy. Jz ab- 

aaf die Gauss ^ i V» i \ 

die 6. Metho- hängen, ebenso hängen (aß), (ay), (ßy) von dem Producte 
de stützt, ^^j. mittlem Werthe ^x . ^y, Jj . z/z, Jy . Jji ab. Denn 

Jyi = aco H- a'w' -f- a"co" + . . . 

Jj = ßo) + ßUo* + ß^'w'' -{-... 
Jx .Jj = aß.(i)^ + a'ß' . io*^ -f a"/9" . oi"^ + . ... 
-Ka/^'+ ^'ß) ^^'+ («/?"+ a' W ww"+(a'/?"-H a**ß') (o*(a*' + . . . 



i 



86 

Die Summe der Glieder, in welchen die Producte 
ww', wto", w'w'' und diesen ähnliche vorkommen, können 
ebenso leicht positiv wie negativ sein, und durch die 
Eigenschaft der zufälligen Fehler (o, €<>', w" . . ., conver> 
girt diese Summe mit zunehmender Anzahl von Beob- 
achtungen gegen Null. Demnach findet man den mitt- 
lem Werth des Products Ja . Jj, wenn wir die erwähnte 
Summe vernachlässigen und statt der verschiedenen w*, 
w'*, w"^ . . . ihren mittlem Werth m* nehmen; auf diese 
Weise wird der mittlere Werth des Products /J:s. . Jy: 

Jx. Jj = m^ [aß + a'ß' + a"ß" +...] = m» (a/9) 
Ebenso wird bewiesen", dass die mittlem Werthe der Producte 

Jyi . ^z =m* (ay) 
Jj . ziz = m^ (ßy) sind. 

§ 40. Nehmen wir an, dass t ii^end eine lineare 
Function von x, y, z ist und es möge 

t = fec + gy + hz + k 
sein, wo f, g, h, k bekannte, von x, y, z unabhängige 
Zahlen sind. 

Wenn nun ^x, Jjj Jz die Fehler bedeuten, die in x, 
y, z enthalten sind, so wird der von ihnen abhängige 
Fehler J\ in dem Werthe t folgender sein: 

Ji = fz/x + g^y + h-^z . 

Ist T der wahrscheinlichste Werth der Function t, 
oder der, den t anninunt, wenn wir statt x, y, z ihre 
wahrscheinlichsten Werthe $, i/, ^ nehmen, so kann man 
nach dem eben bewiesenen in % den Fehler J% ver- 
muthen, dessen mittleres Quadrat 

^r«=m« j (a«) f« + {ßß) g* + (yy) h« + 

2(a/?)fg+2(ay)fh + 20»y)ghj ist. 

§ 41. Wir wissen ferner aus § 33, S. 71, dass S oder 
die Summe der Fehlerquadrate sich so darstellt: 

S = A(x— |)-|-B(y-j?) + C(z-D + (^) 
Aber x— | = A(oa)-|- B («/?) + C(ay) 

y - 1? = A (a/9) + B (/S/J) + C (/?y) 

z — e = A(«y) + B (/Sy) + C (yy). 
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Demnach ist 

+ 2{ay)AC+2{ßy)BC+ 

d. h. m* ! S — (AA) j verwandelt sich in z/r*, wenn wir f=A, 

g = B, h = C annehmen. Auf diese Weise kann S — (AA) 
die aUgemeine Form des Quadrats der mittlem Fehler 
einer jeden linearen Fimction tr = f|^ + giy-|-h^ + k dar- 
stellen. Zu diesem Zwecke muss man nur 

f=A, g = B und h = C 
annehmen. 

Fünfte Me- Auf diese Annahme sich stützend, leitet Gauss die 

thode. fünfte Methode, die Gewichte" der wahrscheinlich- 
sten Werthe $, 17, ^ zu finden, her und hält dieselbe fiir 
die bequemste. 

An Stelle irgend einer algebraisch linearen Function 
t, nehmen wir die Gleichung t = x, alsdann ist t = ^, 

Jz^ = J^^ = m^ (aa) und man kann Jt^ = m* | S — {IX) | 

oder (aa)=S — (AA) annehmen, wenn nur zu gleicher 
Zeit die Bedingungen 

f=A = l, g = B = 0, h = C = 
erfüllt sind. 

Setzt man in ähnlicher Weise t = y, f=rA=0, 

g = B=l undh = C = 0, so wird (/J/?)= JS— CAA)j; 

nimmt man endlich t=z, f=A=0, g=B=0, h=C=l 

an, so ergiebt sich (yy)=:|S — (AA)>. 

Aus § 33 imd § 30 schliessen wir aber, dass 

S — (AA) =^— ^ + ^^l^-TY) + (^^-^ , 

B=(^)a + B'; C = f^^A + ^)B' + C". 
(aa) (aa) (bb .1) 

Für A=l, B = 0, C = wird hiernach 

(aa)' (aa) (aa) (bb . 1) ^ ^ 

Für A = 0, B = l, C = finden wir 
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FfirA=0, B = 0, C = l entsteht: 

B' = 0, C" = C = 1 (g) 

Die Ausdrücke (K) werden zur Berechnung von (aa) 
benutzt; die Ausdrücke (^) dienen zur Bestimmung von 
(ßß) und endlich die Ausdrücke (S) zur Ermittelung 
von (yy). 

Und setzt man daher 

«'— _(^- a"=_i?2) _!_(?!*) (bc_j) 

(aa) ' (aa) "*" (aa) ' (bb . 1) 

/■«/A — _ (^ • ^) 
/^^— (bb.l)' 

so wird 

,_(!) , %'%' , 3t". a" 

'^""^ ^ (aa) "^ (bb . 1 ) "*" (cc". 2) ' 
1 ©"©" 

^^^ ^ (bbT 1) "*~ (cc . 2)' 

Hieraus werden unabhängig von einander und mit 
mögliclister Einfachheit die, den Gewichten der Grössen 
I, rjy ^ umgekehrt proportionalen Zahlen (ad), {ßß)y (yy) 
bestimmt. Auf ähnliche Weise ermittelt man auch die 
Gewichte in dem FaUe, wenn die Zahl der gesuchten 
Grössen grösser als 3 ist. 

4) Bestimmung der mittlem Fehler der Beobachtungen und der 
Resultate der Berechnungen, wenn die Zahl der Beobachtungen 
die Zahl der gesuchten, unter sich unabhängigen Grössen übersteigt. 

§ 42. Wir haben gesehen, dass S, oder die Qua- 
dratsumme aus den Producten der Beobachtungsfehler 
Vj V*, v'* . . , mit den ihnen entsprechenden Maassen der 
Genauigkeit h, h', h'' . . ., auf folgende Art dargestellt 
wird (§ 33 S. 71): 

S=%i»-Hc;'«+co"24-. . .=A(x— 5)+B(y— i?)+C(z— t)-HA;L) 
wo ft; = yh, (a*:=v*h! u. s. w. ist; X, i/j V* . . . die Ab- 
weichungen der Grundgleichungen von Null, oder die 
Werthe sind, die statt ca, oi', ta** . , . erhalten werden. 
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wenn man bei ihrer Berechnung ^ statt der gesuchten x^ 
jy Zj ihre wahrscheinlichsten Werthe annimmt. Ausser- 
dem haben wir nach § 35 und § 29: 
X — ^=aai-|-a'w'+ . . .; A = acn -f- aW -f- . . . 

y_j2=/9w + /^w'+. . .; B = bctf + bV+. . . 
Z — 'Q-=zyia~\- y^iü* -^ . . . • C = cco -|- c'w' + . . . 

Hieraus folgt: 

A(x — D = aacd« + aVw'« + a"a"w"« + . . . 

+ (aa' + aa>w' + (aa" + «a'^cti" + • - • 
Wegen der Eigenschaft der zufalligen Fehler können 
einige der Producte cot«;', vko** u. s. w. den andern ent- 
gegengesetzt sein und mit gleichem Rechte kann man 
daher annehmen^ dass die Summe 

(aa' 4- aa')ww' + (aa" + aa'')ft>w" + . . . 
sowohl positiv als negativ ist. Demnach wird der mitt- 
lere Werth des Products A(x — f) erhalten^ wenn man 
diese Summe gleich Null annimmt und an Stelle von w*, 

w'^, w"^ . . . ihren mittlem Werth m^ = ' * ' ' 

setzt, wo s die Zahl der verschiedenen w, co', . . ., oder 
die Zahl der verschiedenen Grundgleichungen ist. Auf 
diese Weise wird: 

A(x— ^)= I aa -\- aV -+-a"a" -f . . . jm^ = (aa') m^ == m» 

denn (aa') = 1 . 

Bedenkt man ferner , dass auch (b/?) = 1 und (cy) 
= 1 (§ 36), so lässt sich ebenso beweisen, dass auch der 
mittlere Werth der Producte 

B(y — iy) = m^ und 

C(z — 0=m2 ist. 

Demzufolge wird 

S = A(x-|) + B(y-i?) + C(z-D + W = 3m^ + (n). 

Andererseits ist 

S = w^ ^ £o'2 -I- ft)"2 -f =sm2; 

demnach 

sm2 == 3m« + (U) oder m« = ^. . 

s — o 

Hier haben wir angenommen, dass die betrachtete 
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Aufgabe nur 3 gesuchte Qrössen x, j, z «athält. Durch 
ähnliche Schlüsse; wie die vorhergehenden ^ lässt sich die 
von uns entwickelte Regel auf jede Anzahl unbekannter 
Grössen ausdehnen» Bezeichnen wir diese Anzahl allge- 
mein durch Oy so ergiel>t sich 

„,= Ä und m=l/S:. 
» — " r s — a 

Hieraus schliessen wir^ dass wenn die Grundglei- 
chungen unter einander unabhängig und alle gleich zu- 
verlässige so ist das Quadrat des mittlem Fehlers 
solcher Gleichungen gleich dem Quotienten; 
welcher hervorgeht, wenn die Quadratsumme 
der Abweichungen A, A', A" . . . dieser, mit Hilfe 
der wahrscheinlichsten Werthe der gesuchten 
Grössen berechneten Gleichungen, durch die 
Differenz zwischen der Zahl aller Grundglei- 
chungen und der Anzahl der gesuchten Grössen 
dividirt wird. Diese Regel wurde zum ersten Male 
von Gauss vorgeschlagen. 

Hat man jedoch m' gefunden, so ist es leicht die 
mittlem Fehler z/x, ^y, z/z zu bestimmen, welche in 
den wahrscheinlichsten Werthen ^, ri, £ der gesuchten 
Grössen x, y, z enthalten sind. Nach dem oben bewie- 
senen ist: 

z/x« = (aa)m« ; Jf = {ßß)rs? ; Jz^ = {yy)m^ ; 
oder wenn man durch p, q, r die Gewichte der wahr- 
scheinlichsten Werthe f, tjy ^ bezeichnet, so ergiebt sich 

m* « m* « m* 

. x»=— : jy» = — : ^z« = — . 

P q r 

6) Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Berechnung 

periodischer Functionen. 

§ 43. Bei der Untersuchung vieler Naturerschei- 
nungen, sowie beim Aufsuchen einiger Fehler der Instru- 
mente, trifft es sich, dass man mit periodischen Functio- 
nen .zu thun. hat, oder mit solchen, die aus Gliedern 
bestehen, welche vom Sinus und Cosinus solcher Bö- 
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gen abhängen^ die zugleich mit den Hauptveränderlichen 
wachsen. 

So stellen z. B. die Fehler der Kreistheilungen jin 
den «Ejreisen der Winkelmessinstrumente eine periodische 
Function des Kreisbogens dar, welche mit 0® beginnt und 
über den Bogen, deren Theilungsfehler gesucht werden, 
sich erstreckt. — In diesem Falle dienen die Eigen- 
schaften der Functionen zur Vereinfachung der Rech- 
nungen. 
* Setzen wir fest, dass eine gewisse Grösse y, welche 

aus unmittelbaren Beobachtungen abgeleitet sein mag, 
mit Hilfe von x aus einer Gleichung von folgender Form 
bestimmt wird: 

. y=p-f-p'cosx + q'sin?: + p"cos2x + q"sin2x -{-••• (0 
und nehmen wir an, dass für 

x = 0, x=— , x'=- .360O5...x = — 360« 
' n n n ' 

aus den Beobachtungen y==of, y =«', y^=a** ; . . . y=a''*~^^ 

gefunden sei. 

3gQ0 

Wenn wir nun = z setzen, so gehen zur Be- 
stimmung der Coefficienten p, p', q', p", q" . . . folgende 
Gleichungen hervor: 

« =P+P' +P" +•• 

a* =p+p'cosz -f-q'sinz -f-p"cos2z +q"sin2z +..| 

a" ==p+p'cos2z -f-q'sin2z +P"cos4z -[-q" sin 4z +•• 



ßj'n-D— -p _|_p< COS (n — 1 ) z + q' sin(n — l)z -f- p" cos 2(n — l)z -\- sin 2(n — 1 )z + . 

Die Anzahl dieser Gleichungen ist n; die gesuchten 
Werthe sind p, p', q', p", q" . . . . Wenn die Gleichung 

(1) eine sehr rasch convergirende Reihe darstellt, so kann 
man sich in derselben auf wenige Anfangsglieder be- 
schränken. In solchem Falle kann sich die Zahl der ge- 
suchten Werthe geringer, als die Zahl der Gleichungen 

(2) ergeben; wir wollen daher zeigen, auf welche Weise 
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dann die wahrscheinlichBten Coeffidenten p, p'^ q'^ p'', 
q'' . . . der tibrig gebliebenen GKeder gefunden werden. 

Es ist bekannt, dass im Allgemainen für A = — -, 

wo t irgend eine positive ganze Zahl ist, 

sin OA+sin A+sin 2A-|- ... sin (n — 1)A=0; 
cos QA+cos A+cos 2A-f- . . . cos (n— 1)A=0; 

8in«0A+sin»A + 8in^2A+ . . . sin«(n- l)A=i; 

cos*0A+cos*A+cos*2A+. . . cos*(n — 1)A=^. 

Wenn man die Gleichungen (2) in Beziehung auf 
p, p', q', p", q" . . . nach der Methede der kleinsten Qua- 
drate löst, so muss man zuerst jede von diesen Glei- 
chungen mit den Coef&cienten von p multipliciren und 
die Summe dieser Producte bilden; darauf mit dem Coeffi- 
eienten von p' multipliciren und die Sunune der Producte 
nehmen u. s. w. Verfährt man aber nach dieser Regel, 
so erhält man: 

« + «' + «"+ +a<°-i) = np 

a+a'cosz + a"cos2z+ . . . +cK"-"*)co8(n — l)z=^p', 
a'sinz+a"8in2z+ . . . +a<°-^)sin (n — l)z=5q' 

U. 8. W. 

Hieraus ergiebt sich: 
p =-|o-|-a'-|-a"-|- . . . +cK"-^Mmit dem Gewichte n; 

p' =— I of-|- a' cos z 4- «" cos 2z + . . . + a(»-*'co8 (n — 1 )z | 

q'= I a'8inz + a"sin2z+. . . +a<°~*>sin (n — I)z| 

p"=-|a4-a'cos2z+a"co84z+. . .+a(»~^)cos2(n— ])z| 

(["=-\ a'sin2z+a"sin4z+ . . • 4-«<'»-i) sin2(n— l)z | 
u. 8. w. Das Gewicht der vorhergehenden Werthe p', 
q', p", q" ist ^. 
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Nachdem man die wahrscheinlichsten Werthe für p, 
P'? ?'j P"? <!"••• gefunden hat, kann man die Function 
y in einer andern, zur Berechnung bequemern Forth dar- 
stellen. Setzen wir: 

p'=m'8ind'; p" = m"sind" u. s. w. 
q' = m' cos 6' ; q"= m" cos ö" u. s. w. 
Hieraus folgt: » " 



m"2=p"2 + q"2; tg0" = ^ u. s. w. 



Hat nmn somit m', m" ... 6', ö", . . . bestimmt, so 
findet man 

y = p + m' sin(x+eO + m" sin(2x+ ö") + . . . 



III. Capitel. 

Berechnung von Beobachtungen mit mehreren, unter 
einander durch besondere Bedingungen verbundenen Un- 
bekannten. Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung auf die Geodäsie. 



§ 44. Zur Lösung vieler Fragen werden bisweilen 
solche Data vorgelegt, welche zusanunengenommen , mit 
Genauigkeit den Anforderungen, die aus den geometri- 
schen Eigenschaften der Aufgabe fliesöen, entsprechen 
müssen. Solche Fälle ereignen sich oft bei der Berech- 
nung geodätischer Messungen, wenn zur Probe der Ar- 
beiten eine grössere Anzahl verschiedener Werthe, als 
zur Bestimmung der gesuchten Grössen unbedingt noth- 
wendig, angenommen sind. In solchem Falle wird der 
Einfluss der Beobachtungsfehler dadurch erkannt, dass 
die erwähnten geometrischen Forderungen nicht mit ge- 
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höriger Strenge erflUlt werden. Aber damit wird noch 
nicht der Eehler jeder gemessenen G-rösse bestimmt, denn 
den Bedingungen der Aufgabe .^ann man auf verschie- 
dene Weise Genüge leisten , indem man die eine oder die 
andere Beobachtung verändert. Dadurch ergeben sich 
verschiedene Beobachtungsmethoden, und da kleine Beob- 
achtungsfehler im Allgemeinen wahrscheinlicher, als grosse 
sind, so kann man als günstigste Lösung der Aufgab^ 
die bezeichnen, bei welcher die gesuchte Grösse ohne 
Verletzung der geometrischen Eigenschaften der Aufgabe, 
so berechnet wird, dass das ganze System der durch die 
Beobachtung gegebenen Werthe, die kleinste nur mög- 
liche Veränderung erleidet. 

Die hierher gehörigen Fragen sind von den, im vö- 
lligen Capitel betrachteten, wo vorausgesetzt wurde, dass 
alle beobachteten Werthe unter einander völlig unab- 
hängig seien, verschieden. Man kann jedoch auch hier 
die dort auseinandergesetzten Grundsätze benutzen, nur 
muss man sie durch folgende Bemerkungen vervollständigen. 
Bezeichnen wir durch jU die Zahl aller gemessenen 
Werthe und durch B die Zahl der verschiedenen Bedin- 
gttngsgleichungen, die die geometrischen Eigenschaften 
der Aufgabe gestatten. Wenn wir nun zur Aufstellung 
dieser Gleichungen S unbekannte Grössen mit Hilfe der 
übrigen ausdrücken, und diese Ausdrücke in die Glei- 
chungen setzen, aus welchen die Hauptunbekannten be- 
rechnet werden, so bleiben in diesen letzten Gleichungen 
nur /e — B Unbekaünte, welche von einander unabhängig 
sind und deren wahrscheinlichste Werthe nach den im 
II. Capitel erläuterten Regeln geftinden Werden können. 
Da wir vorzugsweise die Anwendung der Wahi-schein- 
lichkeitsrechnung auf die Geodäsie im Auge haben, so 
wollen wir zuerst die Auflösung der einfachsten Fragen, 
welche bei den geodätischen Vermessungen au%estellt 
werden, besonders betrachten, und darauf die allgemeine 
Theorie zur Auflösung sowol dieser, als auch anderer, 
mehr zusammengesetzter Aufgaben erläutern. 
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Einfache gtto- § 45. In dem Dfeiecire; welches aus geodätiBcheii^ 

^aw'Se^e^ ^^^ ^®^ küTZQaten Linien auf der Erde gebildet wird, 

Stimmung des seieq 8 Winkel und eine Seite gemessen und man for- 

»phÄnschen ^^^ ^^ wahrscheinlichsten Correctionen der Winkel zu 

Ezcesses. 

finden, vorausgesetzt, dass jeder von ihnen gleich sicher 
bestimmt sei. 

Mögen A, B, C die gemessenen imd auf den Hori- 
tjcont reducirten Wertbe der Winkel an den Spitzen die- 
ses Dreiecks sein; a, b, c die ihnen gegenüberliegenden 
Seiten; a die gegebene Seite; x, y, z die gesuchten Cor- 
rectionen der Winkel A, B, C; 6 der sphärische, oder 
richtiger sphäroidische Excess der Winkelsumme des Drei- 
ecks ABC über 180^; R der Radius einer solchen 
Kugel, auf dessen Oberfläche das dem gegebenen ähnliche 
sphäroidische Dreieck, in Beziehung auf die Länge der 
Seiten, dem auf der Erde gegebenen Dreiecke am näch- 
sten kommt. 

Die Seiten a, b, c sind im Vergleich mit dem Radius 
R immer sehr klein, ebenso kann man die Correctionen 
X, y, z als sehr kleine Werthe annehmen, und erhält 
demzufolge ohne merklichen Fehler folgende Ausdrücke 
in Secunden: 

ab . sin C a^ sin B . sin C 

^~2R2sinl" ~ 2R*8inl'' .smÄ' 
A-f-x+B+y+C + z= 180« + «. 

Indem man T = 180« + € — (A + B + C) berechnet, 
wird T eine bekannte Anzahl von Secunden und durch 
die Eigenschaft der Dreiecke gelangt man beim Auf- 
suchen der Correctionen x, y, z zu folgender Bedingungs- 
gleichung 

x + y + z = T, ^ ^ (1) 

welche die Correction der Winkel mit Genauigkeit be- 
friedigen muss. Aber augenscheinlich ist eine Gleichung 
zur Ermittelung dreier Unbekannten nicht genügend und 
aus diesem Grunde ist es unmöglich, die wahren Cor- 
rectionen X, y, z zu finden, man kann daher nur ihre 
wahrscheinlichsten Werthe suchen. 
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Drücken wir durch h das Maass der Genauigkait der 
beobachteten Winkel und durch e die Basis der Napi er- 
sehen Logarithmen aus; setzen wir ausserdem noch 

u=e~^'(^*+y*+**), 

so ist die Wahrscheinlichkeit der gemeinschaftlichen Exi- 
stenz der Fehler — x, — j, — z, welche stets entgegen- 
gesetzt den gesuchten Correctionen der Winkel sind, pro- 
portional dem Werthe U; oder wenn wir statt z seine 
Bedeutung z = T — x — y setzen und 

S = x* + y* + (T — X — y)« (2) ^ 

machen, so ist die Wahrscheinlichkeit proportional der 
Function 

U = e-"' • s, 
wo S nur von zwei unabhängigen Veränderlichen x und 
y abhängt. Hieraus schliessen wir, dass die wahrschein- 
lichsten Correctionen der Winkel die sind, für welche 
U den grössten und folglich S den kleinsten Werth er- 
hält. Diese Bedingung wird durch die DüFerentialglei- 
chongen 

'^=2t=^-Cr-^-y)' 0=^=y-(T-x-y), 
iiusgedrüctt, woraus x = y=7tT hervorgeht; aber da 
z = T — X — y war, so wird hiernach auch z = V» T, 
(L h. für den Fall gleich guter Beobachtungen, ist die 
wahrscheinlichste Correction jedes Winkels ein Drittel 
des Unterschiedes zwischen 180^ -|- e und der Summe der 
drei gemessenen Horizontalwinkel des Dreiecks. 

Um auszudrücken, in welchem Verhältniss das Ge- Gewicht der 
wicht der corregirten Winkel grösser als das Gewicht der corregirten 
unmittelbar beobachteten ist, bemerken wir, dass die VerhftitniBs 
Wahrscheinlichkeit des zwischen den Grenzen x und *J* denun- 
x-f-dx eingeschlossenen Werthes x, bei irgend welchem "^essenen. 

y dem Integral jüdxdy vony = — od bis x=-|-qc ge- 
nommen, proportional sein muss. Zur bequemern Inte- 
gration drücken wir S in Form quadratischer Glieder aus, 
von welchen das eine von x und y, das zweite nur von 
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Xy das dritte aber von einer constanten Gbösse T abhängt. 
Mögen N; M^ D; m^ n, k solche Co^fficienten sein, sodass 

S = N(y + mx + n)« + M(x + k)2 + D 
entsteht. 

£s ist aber auch 

S = 2y 2 + 2xy + 2x« — 2Tx — 2Ty + T^ ; ■ 
erheben wir daher wirklich die verschiedenen Glieder des 
ersten Ausdrucks ins Quadrat und vergleichen ; nachdem 
die betreffenden Reductionen ausgeführt wurden, die bei- 
den Ausdrücke von S, so erhalten wir eine identische 
Gleichung; in welcher die Coefficienten von x^, xy, y^, 
X und y auf der einen Seite der Gleichung, entsprechend 
gleich den Coefficienten des zweiten Theils sein müssen. 
Auf diese Weise ergeben sich 

N = 2, Nm=l, Nm2 + M = 2; Nn = — T 
N.mn + Mk = — T; Nn2 + Mk« + D2 = T2; 

hieraus finden wir: 

m=Va; M=V«; n=-V,T; k=-V,T; D« = V,T*; 

demnach ist 

S = 2(y + V, X - V, T)« + 3/, (x - V,T)* + '/, T«. 

Dem kleinsten Werthe fiir S entsprechen x== '/g T, 
y == Yj T; dieses sind die wahrscheinlichsten Correctionen 
der Winkel, was mit dem eben bewiesenen übereinstim- 
mend ist. 

Ausserdem muss die Wahrscheinlichkeit irgend eines 
bestimmten x bei irgend einem y, proportional dem Werthe : 




V ^ hx^2 

y = — OD 

sein. 

Das Integral dieses letzten Ausdrucks, von x= — oc 

bis X = -f- 00 genommen, ist gleich J—^ . v—W- e ~ Va T* 

und proportional der wahrscheinlichsten Voraussetzung, 
dass X und y irgend welche Zahlen, welche zwischen der 
positiven und negativen Unendlichkeit enthalten sind. 



f 
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Dies nnterliegt aber keinem Zweifel und daher muss 
hier die Wahrscheinlichkeit gleich der Einheit oder Ge- 
I wissheit sein. 

Hieraus kann leicht geschlossen werden, dass der 
Quotient, welcher aus der Division von 

e-"' • S dy dx durch 1^ . j-l^ e-V. k' T» 

y = — OD 

hervorgeht, oder die Function: 

■yTC 

uns die Wahrscheinlichkeit des zwischen unendlich nahen 
Grenzen x und x + dx eingeschlossenen Werthes x dar- 
stellt Folglich wenn h das Maass der Genauigkeit des 
umnittelbar gemessenen Winkels A ausdrückt, worauf 
sich die Correction x bezieht, so ist das Maass der Ge- 
nauigkeit des corrigirten Winkels A + V, T gleich h/»/» 
und da die Gewichte dem Quadrate des Maasses der Ge- 
nauigkeit proportional sind, so ergiebt sich im Allge- 
meinen das Gewicht des corrigirten Winkels ^/^mal grös- 
ser als das Gewicht des uncorrigirten. 

Auf ähnliche Weise wird folgende Aufgabe gelöst. Längs 2^«^*« 
dem ganzen Horizonte mögen, mit Hilfe des Reflexions- "** *' 
oder Repetitionskreises, von einem Punkte aus, Winkel, 
zwischen den terrestrischen Gegenständen: 1 und 2, 2 
und 3 u. 8. w. und endlich zwischen dem letzten und 
ersten einzeln und sicher gemessen sein; und man ver- 
langt die wahrscheinlichsten Correctionen dieser Winkel 
zu finden. Die Bedingung, welche hier die Beobachtun- 
gen befriedigen müssen, besteht darin, dass die Summe 
der richtigen, auf den Horizont reducirten Winkel, gleich 
360^ werde. Schliesst man genau ebenso wie im vorher- 
gehenden Paragraphen, so überzeugt man sich leicht, dass 
die Correctionen aller Winkel, unabhängig von den Wer- 
then derselben, unter einander gleich sein müssen, und 
wenn in Allem n Winkel gemessen sind, so bildet jede 
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Correction den nten Theil des Unterschiedes zwischen 
360^ und der Summe der gemessenen und auf den Ho- 
rizont reducirten Winkel. Das Gewicht der auf diese 
Weise corrigirten Winkel, verhält sich zum Gewicht der 
beobachteten wie n : (n — 1). *) 

In beiden Aufgaben wird vorausgesetzt, dass die Be- 
obachtungen keine constanten Fehler enthalten; im ent- 
gegengesetzten Falle können diese, je nach der Eigenschaft 
der Winkelmessinstrumente, für Winkel von verschiede- 
ner Grösse verschieden sein. 
Verfahren bei § 46. Bei grossen trigonometrischen Vermessungen 

notoetaiSwi ™ss* ^^^^ ausser der Basis zu Anfange der Vermessung, 
Vermessun- gewöhnlich zum Schlüsse derselben, eine zweite und er- 
^®"' hält dadurch ein ausgezeichnetes Mittel far die Prüfung 
der Richtigkeit der ganzen Arbeit Die gemessene Länge 
der zweiten oder Verificationsbasis kann man, im 
Vergleich mit ihrer Länge, die mit Hilfe der. ersten Ba- 
sis und allen dazwischen li^enden Dreiecken, welche 
diese beiden Linien verbinden, berechnet ist, für voll- 
kommen richtig annehmen. Die Nichtübereinstimmung 
zwischen gemessener und berechneter Länge giebt einen 
Begriff von dem Genauigkeitsgrade der Winkel, die zur 
Lösung der Dreiecke gebraucht wurden, und dient zur 
neuen Correction dieser Winkel. 



♦) Sind ruud um den Horizont herum n Winkel A, B, C . . . 
M, N beobachtet und auf den Horizont reducirt sowie a, ß, y 
.,, fi, V die Correctionen derselben und T=360* — A — B — C . . . . 
— M — N; so wird T=^a + ß + Y-\-,.,fi + v'^ die Summe der 
Quadrate aller Correctionen S^a^-f/J'^-f y*H-. ../[*•+ (T—a — /J 
— y . • • fif» Nun ist 

T 
Daraus folgt a=^ß = , • • = "T ^^d das Gewicht der corrigirten 

Winkel vergrössert sich im Verhältniss voB n : (n— 1). 
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Wir setzen hier voraus^ dass die gegebenen Längen 
beider Basen auf ein allgemeines Niveau^ z. B. das Ni- 
veau des Meeres reducirt seien. Bezeichnen wir sodann 
die erste der gemessenen Basen durch p, die zweite durch 
q und wenn ä', «', S', ä", S", S" . . . die nach den 
vorhergehenden Regebi corrigirten und vom sphärischen 
Excess befreiten Horizontalwinkel des ersten, zweiten 
u. s. w. Dreiecks darstellen, so wird mit Hilfe dieser 
Wüikel und der anfanglichen Basis p, die Länge der 
zweiten Basis d, nach einer Formel, die der folgenden 
entspricht, berechnet: 



sin ä' . sin 21" 
o = p. — 



• • 



sin ß' . sin ß" ..." 
Wären die Winkel 21', 6', 31", g" . . . richtig, so würde 
d = q entstehen. Wenn aber a', ß% y', a", ß'% y" . . . . 
die Correctionen sind, welche zu den Winkeln 21', ^', ß', 
21", SJ", £" . . . hinzugefugt werden müssen, damit die 
gemessene Länge der zweiten Basis q zur Uebereinstim- 
mung mit ihrer berechneten Länge ö gefiihrt wird, so er- 
snebt sich 

_ sin (21' + «') sin (2 t" + «'0 » » > 
^ ~ P sin (6' +"y') sin (S" + y") ... * 
Bei guten Vermessungen unterscheidet sich 6 stets LapUceMe- 
wenig von q und selbst die Winkelcorrectionen «', /?', y', *^^* ^f 
a", /?", y" . . ., müssen sehr klein sein; hiemach kann uchsten Wer- 
man den Unterschied q — d bestimmen, indem man in *^® .^®' ^^' 

'■ rectionen ar 

Beziehung auf die Winkel 21', S', 21", ß" . . . differentiirt ^^ y' .... zu 
und dd = q — d; d2l'=a'; d6'=y'; d2l"=a"; dg"=y" *''^*"- 
u. s. w. setzt. Wenn wir daher das Differential vom 
Logarithmus des Ausdrucks d nehmen, so erhalten wir: 

^~= cotg 21' . a' — cotg ß' . y' + cotg2l" . a"- cotgß" . y"+ . . . (1) 

Hier sind «', y', a", y" . . . in Brüchen derselben Einheit dar- 
gestellt, die för den Badius des Kreisumfahgs angenommen 

ist; -^^-s — , cotg 21' cotg ß' u. s. w. sind bekannte Zahlen. 



Wegen der Eigenschaft der Dreiecke müssen die 

7* 
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Correctionen a', ß*j y', otf% ß**y y'' . . . . folgende Bedin- 
gungsgleichungen befriedigen: 

a' + /y' + y- = 0, a" + i^" + /' = u. 8. w. (2) 
Wenn 

S = a'« + /tf'« + y'« + a"* + i^'* + y"*+ 

so wird die Wahrscheinlichkeit der gemeinschaftlichen 
E3d8tenz der Fehler —a\ —ß*, — y', — a", —ß*% — y" 
u. 8. w. in den Winkeln »', «', 6', «", 33", S", u. s, w. 
für welche h' das Maass der Genauigkeit ist, proportional 
dem Werthe e— ^'* • 8 sein, wobei e die Basis der Na- 
pier'schen Logarithmen ist. Die wahrscheinlichsten Cor- 
rectionen «', ß*, y', of", ß"y y" u. 8. w. sind die, die 
übereinstimmend mit den Bedingungsgleichungen (1) und 
(2), die Summe S zu einem Minimum machen. Wir be- 
friedigen aber die Gleichungen (2), wenn wir y', y", . . . 
mit den Werthen — {a* + ß*), — («" +/^") • • • vertauschen, 
dadurch ergiebt sich 

= % «'' + 2(/9' + V2«0'+ 72«"' + 2(/S" + Va «'") + . . 
Nehmen wir dann der Kürze wegen an: 

iß' + % «') = % iy3, ß" + V« «" = V« rys u. s. w 

-*l'^ = X, Va/3 co<g e' = f, , V^yS colg (5" = f'i , . . 

cotg a' + Va cotg. S' = f , cotg 31" + V» cotg 6" = f ', . . 
80 erhalten wir: 

A = f a' + f\|' + f V -f f'i^" + . . . . (3) 

und unsere Aufgabe besteht jetzt darin, solche Werthe 
für «', ^', a", I" . . . zu bestimmen, welche die Summe 
S zu einem Minimum machen und zu gleicher Zeit der 
Gleichung (3) Genüge leisten. Die erste Bedingung for- 
dert, dass das Differential von S nach den Variablen a', 
I', a", ^", . . . genommen, gleich Null werde; die zweite 
Bedingung lehrt, dass das Differential der Gleichung (3) 
in Beziehung auf a', |', a", ^" u. s. w. ebenfalls gleich 
Null sein müsse. Demnach ist 
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%dS = a'da' + f'clf' + «"d«" + ^''d^"+. ..=0 
f do' + f\d|' + f" da" + P\ d^" + . . . = 

Aus diesen beiden letzten Gleichungen kann man eins 

der Differentiale da', df ', da", d^" . . . eliminiren. Mul- 

tipBciren wir z. B. die zweite dieser Gleichungen mit 

X- und ziehen das Product von der ersten ab, so entsteht: 

(|'-'^»)dr+(«"-?^')d«"+(|"-^^)d|"+...=0(4) 

Alsdann kann man d§% da", d^" ... als von einander 
unabhängig betrachten, folglich wird die oben angeführte 
Gleichung (4) nicht anders stattfinden können, als wenn 
die Coefficienten von d|' da", d^" . . . jeder für sich = 
ist, d. h. wenn 

£/_«'^l i/_«'f" fc,,_ «'f"i 

Substituiren wir diese Ausdrücke in die Gleichung (3), 
80 wird: 

Af' = (f'« + fi'« + f"«+fi"«+ . . .)a" 
Setzen wir also 

F = f« + fi'« + f"« + fi"«+ . . . 
80 erhalten wir: 

Um aber die Correctionen der Winkel in Secunden 
auszudrücken, muss man die vorhergehenden Ausdrücke 
für «', I' u. s. w. noch durch sin 1" dividiren; dann er- 
giebt sich: 

Fsml"' '^ 2Fsml"^ ^ '^ ^' 

Aehnliche Formeln werden für die Berechnung von 
«", j!?", y" u. s. w. erhalten. Diese Methode, die wahr- 
scheinlichsten Correctionen der Winkel, den Bedingungs- 
gleichungen (1) und (2) gemäss zu finden, wurde von La- 
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place vorgeschlagen (Theorie analytique des probabilites, 

n Supplement §§ 3, 4). 

Wenn in be- § 47. Unabhängig von der Ausmessung aller, in 

r"di""iJh^®^ einzelnen Dreiecken des trigonometrischen Netzes 

tnngend.Dia- vorkommender Winkel, stellt sich bisweilen die Möglich- 

gonaien g^ ^ßj^ Jar^ ausserdem die Richtung der Diagonalen, oder 

od.d.Verme8' der Linien zu beobachten, welche die Spitze irgend eines 

nvag die Ge- Dreiecks mit den Spitzen anderer, mehr oder weniger 

lygonenange- entfernter Dreiecke, verbinden. Auch trifft es sich, dass 

nommen hat. ^^ ganze Vermessung, oder einzelne Theile derselben, 

das Ansehen eines, oder einiger Polygone annehmen; so 

kann es z. B. geschehen, dass das erste Dreieck eine 

gemeinschaftliche Seite a mit dem zweiten, das zweite 

eine gemeinschaftliche Seite a' mit dem dritten u. s. w., 

endlich das letzte eine gemeinschaftliche Seite a^"^ mit 

dem ersten Dreiecke besitzt. Alsdann kann man die Seite 

a^^^ mit Hilfe des Dreiecknetzes berechnen, indem man- 

sie wie eine Basis betrachtet. 

Wenn man nun alle Winkel nach der oben ange- 
gebenen Regel auf ebene zurückfuhrt, erhält man für die 
Berechnung von a^") einen Ausdruck von folgender Form : 

(^j sin a^ . sin a^^ sin a(° ) 

^"^ 'sine' . sin (5" sin6(")* 

Wären die Winkel richtig, so würden wir a^°) genau fin- 
den, oder mit andern Worten, der Factor von a^") würde 
genau gleich der Einheit werden; wenn aber dieses nicht 
geschieht, so muss man zur Verbesserung der Winkel 
die neuen Correctionen derselben a', y' . . . a^^\ y^^^, so 
einrichten, dass 

8in(a' ±^)^ sin (W' + a^Q ... sin ffl°> + «^°0 ^ . 
sin(S' + yO . sin (£" + /") . . . sin (S^*^) -f /")) ~ 
wird, wo a', y', . . . ö^°^, y^^^ die Bedingungsgleichungen, 
die von der Eigenschaft der Winkelsumme jedes Dreiecks 
abhängen, befriedigen müssen. 

Hieraus ersieht man, dass in diesem Falle die wahr- 
scheinlichen Fehler der Winkel mit Hilfe ähnlicher Be- 
trachtungen wie die im vorigen Paragraph auseinander- 
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gesetzten^ gefunden werden können. Der Unterschied be- 
steht nur darin, dass man hier statt - die Einheit neh- 

P 
rnen muss. 



2) Gauss allgemeine Theorie für die Herleitung der wahrscbeiii- 
lichsten Resultate aus geodätischen Messungen. 

§ 48. Nicht blos die von uns erwähnten Fällc; son- 
dern auch viele andere, können sich gleichzeitig bei der 
Berechnung trigonometrischer Vermessungen ereignen. Da- 
her ist es unvortheühaft, Regeln zu benutzen, die aus der 
Lösung besonderer Aufgaben entspringen; sondern man 
muss allgemeine Methoden anwenden, die alles das- um- 
fassen, was sich in der Praxis ereignen kann. Eine 
solche Methode ist von Gauss *) vorgeschlagen und grün- Gauss Ver- 
det sich darauf, dass die Summe der Quadrate der be- ^»^"n» ^»« 

' .... wahrschein- 

rechneten Beobachtungsfehler ein Minimum ist, was sie lichsten Re- 
nur bei genauer Erfiillung aller Bedingungsgleichungen, *"i***« ** 
die aus den verschiedenen Eigenschaften des Dreieck- 
netzes hervorgehen, werden kann. Es mögen v, v', v** 
... die gesuchten Correctionen der beobachteten Werthe 
M, M', M" . . . darstellen ; p, p', p" . . . ihre Gewichte 
und setzen wir fest, dass die corrigirten Werthe M-f-''? 
M'-j-^'; M" + »'" ^' »• w. die Bedingungsgleichungen: 

= F(M + i', M' + v'...) 
= Fi(M + i', M' + y'...) ^^ 

befriedigen müssen, wo F, Fj, . . . Functionszeichen'sind, 
die durch die geometrischen Bedingungen der gegebenen 
Aufgabe bestimmt werden. Nehmen wir femer an, dass 
die Beobachtungen keinen Constanten Fehler enthalten 
und setzen i/yp = ai, >''y^p' = w', i/"-y^p" = ct>" u. s. w., 
so entspricht allen w, (0% u)*' . . , ein und dasselbe Maass 
der Genauigkeit, welches wir durch h bezeichnen. Die 
Wahrscheinlichkeit der Beobachtungsfehler, und folglich 



*) Theoria Combinationis Observationum. Pars Secunda. 
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auch die der entsprechenden Werthe (o, w^, m** . * • wer- 
den proportional e— h*«8 »ein, wobei 
S = ««-f£t>'» + w"«,+ .-.=pv« + pV«+pV'«4-... ist. 

Hiemach müssen die wahrscheinlichsten Werthe die 
sein, die zu gleicher Zeit die Gleichungen (I) befriedigen, 
wenn man die Summe S zu einem Minimum macht. Zur 
Ermittelung derselben wird gewöhnlich angenommen, dass 
Vf v\ y" . . . sehr klein sind. 

Die Beobachtungsfehler sind die Ursache, dass wenn 
wir an Stelle der corregirten Werthe M + y, M' + v' . . . 
die gegebenen M, M' . . . in die Gleichung (I) setzen, 
wir auf der linken Seite der Gleichungen nicht Null, son- 
dern gewisse Zahlen n, n' . . . erhalten, zu deren Be- 
rechnung die Ausdrücke 

n = F(M, M',...) 

n'=Fi(M, M', ...) ^^^ 

^ u. s. w. 
dienen. i 

Hier stellen n, n', . . . die Nichtübereinstimmung der 
Beobachtungen mit den Bedingungen der Aufgabe dar; 
wegen der geringen Grösse von y, y', y" . . . , sind auch 
n, n', n" . . . sehr klein, daher kann man die Gleichung 
(I) nach den Regeln der Differentiakechnung in eine 
Reihe verwandeln und sich auf Glieder beschränken, in 
welchen y, y', y" . . . nicht den ersten Grad übersteigt. 
Wenn wir nun 

dF(M, M^...) _ dF(M, M^ ) _ , 

dM ~^' m} ^ ""• '• '^• 

dF,(M, M-....) _ dF,(M, M-...) _,, 
dM ~^' M' ~ 



setzen und die Ausdrücke (H) von den Gleichungen (I) 

abziehen, so ergeben sich 

ay + a'y' + . . . . -|- n = 1 ^^TT^ 

by+bV+ -|-n'==0^ ^ ^ 

u. s. w. 
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Diese Gleichungen ersetzen yoUkommen die Bedin- 
gungsgleichungen (I) und fuhren uns zu dem Resultate^ 
dass sie in Beziehung auf die Unbekannten y^ v' ... al- 
gebraische Gleichungen des ersten Grades sind. 

Wir können in den Gleichungen (HL) so viel Glie- 
der nehmen, als es Correctionen Vy v' v" . . . giebt; wenn 
jedodi in einigen Gleichungen einzelne Werthe v, v',. . . 
nicht vorkommen sollten ; so braucht man sie nur mit 
dem Coefficienten Null hinzuzufögen. 

Die Bedingung, dass die Summe 

S = pv« + f'v"^ + p"v"« + . . . 
ein Minimum sei, wird durch die Differentialgleichung: 

V^dS = fvdv + f'v'iv' + p' V'dy'' + . . . = (A) 
ausgedrückt, wo dvy dv% dv'' . . . sich unter einander in 
bestinunter Abhängigkeit befinden, die durch die Diffe- 
rentiale der Bedingungsgleichungen (I), oder auch durch 
die Differentiale der mit ihnen gleichbedeutenden Glei- 
chungen (SU) ausgedrückt wird; daher muss die Bedin- 
gung V^dS = zur Uebereinstimmung mit folgenden Aus- 
drücken 

bdy+ b'dy'+ b"dv" + . . . = } ^^ 

u. s. w. 
fiihren. 

Wenn a die Zahl dieser Bedingungsgleichungen und 
ju die Zahl aller beobachteten Grössen M, M', M'' u. s. w. 
ist, so können wir in Folge der Gleichungen (B), a ver- 
schiedene Differentiale dy, dv% dy", . . . durch die andern 
übrig gebliebenen ausdrücken. Setzt man diese Aus- 
drücke in die Gleichung (A), so bleiben fi — a von ein- 
ander unabhängige Differentiale übrig und wir befriedigen 
daher die Gleichungen (A) und (B) zugleich, wenn wir 
die Coefficienten dieser Differentiale gleich Null setzen. 
Auf diese Weise werden /u — a Gleichungen gebildet, 
welche zusammen mit den a Gleichungen QU) zur Er- 
mittelung der wahrscheinlichsten Correctionen von allen 
fi beobachteten Grössen hinreichend sind. 
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Diese Methode v, v% v" . . . zu finden ^ giebt zwar 
die einfachste Lösung gewisser geodätischer Aufgaben, 
wie wir an den Beispielen in den §§ 45 und 46 gesehen 
haben, fuhrt aber sehr oft zu sehr langen Rechnungen. 
VereÄfachung Diesen Unbequemlichkeiten kann man auf folgende 
gen. Weise entgehen. Multipliciren wir der Reihe nach jede 
der Differentialgleichungen (B) mit einem ihm entspre- 
chenden unbestimmten Coefficienten k, k', k" . . . k(<J), die 
G am s s die Correlaten der Bedingungsgleichungen (Cor- 
relata aequationum) nennt. So befriedigen wir zu glei- 
cher Zeit die Gleichungen (A) und (B), indem wir k, 
k', k" . . . aus einer solchen Bedingung berechnen, dass 
die Summe der Producte der einzelnen Coefficienten mit 
den ihnen entsprechenden Gleichungen (B) einen mit der 
Gleichung (A) übereinstimmenden* Ausdruck geben. Hier- 
aus wird folgende Formel erhalten: 

(k'a-t-k"b+ . . .)dv + (kV + k"b' + . . .) iv' + . . . 

= pv dy + p V dv' + . . . 

Diese identische Gleichung ist für jede Bedeutung der 
Differentiale dv, dv', dv" . . , richtig und daher müssen 
die Coefficienten, welche sich bei dy, dy', ... in dem er- 
sten Theile der Gleichung befinden, gleich den Coeffi- 
cienten von dv, dv' . , , im zweiten Theile sein. Auf diese 
Weise geht folgendes System von Gleichungen hervor: 

fv = ak' + bk" + I 

p V'= a'k' + b'k" + > (IV) 

U. S. W. 1 

Die hieraus erhaltenen Ausdrücke fiir v, v\ y" . . . setzen 
wir in die Bedingungsgleichungen (DI); wenn wir nun 
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bezeichnen, so entstehen alsdann 
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(7>' + (?>" 



+ . . . + n==0 



(V) 



U. 8. W. • 

Solcher Gleichungen existiren so viel, als es Coeffi- 
denten k', k", . . . k(tf) giebt, und daher sind sie zur Be- ' 

Stimmung dieser Coefficienten hinreichend. Sind k', k", 
. . . berechnet, so findet man mit Hilfe der Gleichungen 

(IV) V, v% v" . . . die wahrscheinlichsten Werthe der Cor- 
rectionen aller beobachteten Grössen. Die Gleichungen 

(V) kann man in Beziehung auf k', k", k'" . . . durch 
Buccessive Substitution, nach der in § 30 erläuterten Me- 
thode lösen. 

§ 49. Die mittlem Fehler der Beobachtungen wer- Mittlere Feh- 
den aus der Betrachtung der Summe *«' ^^^ B%ob- 

/ \ i t i I i achtungen. 

(pvi/) = pw -\- p'v V + . . . 

abgeleitet. 

Wenn m der mittlere Fehler einer solchen Bestim- 
mung ist, welcher das der Einheit gleiche Gewicht ent- 
spricht , so drücken —^ , —p—, , —r-r, .... die mittlem 

/P Vv Yv* 

Fehler der beobachteten Grössen M, M', M" .... aus, 
deren Gewichte p, p', p" . . . sind. Ist (i die Zahl der 
verschiedenen M, M', M" . . . grösser als er, die Zahl der 
Bedingungsgleichungen, die diese Werthe mit einander 
verbinden, so wären zur Ermittelung der Hauptunbe- 
kannten -Grössen ^i — a beobachtete Werthe M, M', M" 
. . . hinreichend •, die von diesen letztern übrig bleibenden 
können alsdann zur Probe der Auflösung dienen. Dem- 
nach findet hier ein ähnlicher Fall statt, wie der, bei 
welchem mit Hilfe von fi Beobachtungen /u — ü unbe- 
kannte Grössen ermittelt wurden; folglich wird m, der 
mittlere Fehler der gegebenen Werthe M, M' . . . durch 
den Ausdruck 

m = |/5M 
bestimmt. ^ 
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I. 



Beiapiel. § 50. Wir Wollen' die erläuterte Theorie durch ein 

.1 einfaches Beispiel beleuchten. Nehmen wir an, dass man 

die wahrscheinlichsten Correctionen der Winkel im geo- 
dätischen Dreiecke M M' M", dessen sphäris. Excess^^ö", 
und in welc''em jeder Winkel» mit verschiedenem Grade 
der Genauigkeit gemessen ist, zu finden verlangt. Es sei 
der Winkel M = 60« 33' 52" mit dem Gewichte p = 4 

M' = 60« 49' 27" , „ „ „ p' = 2 

M"=52o 36' 56" „ „ „ p"=3 

und die corrigirten Winkel wollen wir mit M + ^; M'4-y', 
M" + v" bezeiphnen. 

Zur Berechnung der Correctionen v, v', v** giebt es 
hier nur eine Bedingungsgleichung 

M + a' + M' + v' + M" + y"=180 + €, 
wobei £ der sphäris. Excess ist; in unserm Beispiel ist 
€ = 5" M-fF' + M" = 180o 0' 15" und daher 

y + y' + v" = — 10". 
In diesem Fala ist 

a + a' + a"=l 

b + b'+b"==0 

c + c' + c" = 

n = — 10" 

S = py2 |. p v'2 ^ p/ v"2 == 4^2 ^ 2y '2 + 3y "2 ; 

4vdy + 2v'di'' + 3i/"dy" = k(d>' -f- dv' + dv") 

Hieraus 

v=V4k, i''=V2k, i'"=V3k 
— ]0" = y + ,;' + y" = i3/^^k. k = — i*7i3 =— 9,23, 

1/ = — 2",31 v' = — 4",61, y" = — 3,08, 
d. h. die Correctionen werden den Gewichten umgekehrt 
proportional bestimmt. Hier ist 

(pyv) = 4(2,31)2 + 2(4,61 f + 3(3.08)2 == 92,3078 , 
Es ist die Zahl der Bedingungsgleichungen a = 1 ; daher 

m = y (P!2!) = 9''^608 

Dies ist der mittlere Fehler einer solchen Beobachtung, 
dessen Gewicht die Einheit ist. 
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^ 3) Der mittlere Fehler von der wahrscheinlichen Bestimmung der 
Function solcher Grössen , die unmittelbar aus Beobachtungen ab- 
geleitet werden und unter einander durch Bedingungsgleichungen 
« verbunden sind. !< 

§ 51. Es sei u = qp (V', V" . . . .) eiöe gegebene 
Function der Grössen V, V" . . ., welche aus den Beob- 
achtungen gleich M'; M", . . . gefunden wurden; wären 
V*f V'f . . . von einander unabhängige so könnte man u 
nur auf eine einzige Art berechnen und .ihre mittleren 
Fehler e falls die Beobachtungsfehler bekannt sind; nach 
den Regeln des § 29 finden. 

Es verhält sich aber anders ^ wenn V, V", . . . ver- 
möge ihrer geometrischen Eigenschaften durch besondere, 
ätreng zu erföllende Bedingungsgleichungen; sowol unter 
einander; als auch mit den andern Gröf ^en verbunden 
sind. - 

Wir wollen V = M' + v'; V = M" 4v'', • • • setzen, 
wo v'; y"; . . . sehr kleine Correctionen der Beobachtun- 
gen bedeuten und annehmen; dass die Bedingungsglei- 
chungen 

X' = 0; X" = ...X(tf) = (1) 

bekannte lineare Functionen von y'; y"; . . . sind; was we- 
gen der Kleinheit von v', v*\ . . . immer gc^stattet werden 
kann. Alsdann hängt u nicht allein von den Gfrössen ab, 
welche explicite die Function u = y (V', V"; . . .) enthält; 
Hondem auch von den andern; welche in den Gleichun- 
gen (1) vorkommen. Es entstehen dann verschiedene 
/Vrten die Grösse u auszudrücken; je nachdem man die 
eine oder die andere Verbindung der Correctionen v'; v*' 
. . . aus den Gleichungen (1) nimmt und in y(M' -|- v'; 
M" + v" . . .) substituirt. 

Diese mehrfachen Wege, auf welchen u erhalten 
werden kann , entsprechen eigentlich verschiedenen Func- 
tionen von y', y" . . . , welche alle fiir u denselben Werth 
gegeben hätten, wenn die Beobachtungen völlig genau 
wären. Es mögen U und u zwei solche Functionen sein; 
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alsdann muss, sobald die Bedingungsgleichungen X' = 0, 
X" = . . . «•flillt werden, die Differenz ü — u als iden- 
tisch verschwinden. 

Diesen letzten Umstand kann man am einfachsten 
durch die Gleichung 

U = u + q'X' + q"X" + q'"X'" + . . . 
ausdrücken, wo q', q" . . . gewisse von v*j y", . . . unab- 
hängige Quotienten bedeuten. Diese lineare Form kann 
immer zugelassen werden, weil die Beobachtungsfehler 
so gering vorausgesetzt sind, dass ihre hohem Potenzen 
vernachlässigt werden können. Der Einfluss solcher Feh- 
ler wird sich darin äussern, dass ü und u eine und 
dieselbe Grösse mit verschiedenem Grade der Zuverläs- 
sigkeit bestimmen. 

Es seien p', p" . . . die Gewichte der aus den Beob- 
achtungen gefundenen und bei der Bechnung angewandten 
Grössen V, V". . .; +b der mittlere Fehler einer Be- 
stimmung, deren Gewicht die Einheit ist; dann werden 
die mittlem Fehler der angenommenen Werthe von V, 
V" . . . folgende sein: 



±-^.. ± 



.... 



Setzen wir also die Differentialquotienten 

dV ' dV"~ 

dV'~ ' dV"~ ••• 

80 wird der mittiere Fehler von 



, l/I'« 1'« 
u=+c|/— + — + 



P 
und der mittiere Fehler von 



„ , l/L« , L"' 



L"» 

I • • • • 



sein. 

Folglich wird unter allen Bechnungsarten von u oder 
U die vortheilhafteste die sein, für welche die entspre- 
chende Summe 
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- H - + .... oder — 7 H — + . . . 

p' p" p' p" 

die kleinste ist. Um solche Quotienten q', q", ... zu er- 
mitteln, für welche das Minimum jener Summe stattfindet, 
müssen wir die Gleichung 

U = u + q'X' + q"X" + q'"X'" + . . . 

differentüren zunächst in Beziehung auf V, dann auf V" 
u. s. w., um L', L" . . . und somit die Summe 

p' + "^ + • • • • 
zu erhalten; e» ergiebt sich alsdann 

L"=l"+q'ä^, + q"^; + q'"^'+ • • • 

U. 8. W. 

Setzen wir: 

dx; _ , dx;__ ,, 

Jy/ — * 9 ^jy// — a , . . . 

dV ~ ' dV""" ^••- y (2) 

dX'"_ , dX'"_ ,, 
dV ~^' dV77 — c, 

U. 8. W. 

So wird: 

L' = 1' + qV + q"b' + q'"c' + 

L" = 1" + q'a" + q"b" + q'"c" + . . . | (^) 

u. s. w. 

L'* L"^ 
Bilden wir jetzt die Summe — ; — | jj + . . . und 

TT 

bezeichnen sie durch [ — 1, so werden solche Werthe der 

Quotienten q', q", . . . diese Summe zu einem Minimum 
machen, welche jeden der Differentialquotienten jener 
Summe in Beziehung auf q', auf q", . . . einzeln gleich 
Null machen. Es entstehen also die Gleichungen: 



. . 
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„ d(—) L' dL' , L" dL" ^ . 

d(— ) L' dL" , L" dL" , ^ 

U. 8. W. 

Nun ist: 

dL' _ , dL' _ ,, 

dL" ^ , dL" ^ . 
= b' — — = b" 
dq' ^' dq" ° ••• 

U. B. W. 

Wir bekommen folglich: 

L' L" 

P' p" 

L' r " 

— . b' + =17 . b" + . . . = 
p' p" 

L' L" 

c' + — . c" + . . . = 
p' p" 

U. 8. W. 

Wenn wir statt L', L" . . . ihre Ausdrücke (3) ein- 
setzen und annehmen^ dass 

IV l"a" /la\ 

a A a a I / aa \ 

a^b' a^V; _ /ab\ 

P' ^ P" ^ Ip/ 

u. s. w. 

80 erhalten wir zur Bestimmung von q', q" , . . die Glei- 
chungen : 



+ ... 



»=(?)+(f)''+(p)'" 



(4) 



U. 8. W. 
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welche dieselbe Form habeu^ wie die Gleichungen (IV) 
des § 30 und können auf dieselbe Weise gelöst werden. 
Hat man nun q', q" . . . für den wahrscheinlichsten Werth 
von U gefunden, so ist der mittlere Fehler von 



n=.)/(t£) 



1 



und das entsprechende Gewicht = /^^\ • 

Will man q', q", q'" . . . einzeln ausdrücken, so ist 
es sehr zweckmässig, die Bezeichnungen (bb . 1), (bc . 1), 
. . .; (cc . 2) . . . . zu benutzen, die in § 30 erläutert 
wurden. Nach ^er in § 30 auseinandergesetzten Herlei- 
tung bekommt man folgende Endgleichungen: 

("V+(*pV +(">"■+• •■+(f)='' 

U. 8. W. 

Hat man hieraus q', q", q'" . . . erhalten, so ist der 
wahrscheinlichste Werth der Function ^(V', V", ....); 
oder der Werth dessen mittlerer Fehler der möglichst 
kleinste, ist: 

ü = 9)(V', V" . . .) + q' Xo' + q" Xo" + q'" Xo'" + . . , 
wo Xo', Xo", Xq'" diejenigen Grössen bedeuten, welche 
man statt Null erhält, wenn man in die Bedingungsglei- 
chungen X' = 0, X" = 0, X"' = . . ., statt V, V", . . . 
die beobachteten Grössen M', M", . . . substituirt. Die- 
selbe Substitution wird man in gp(V', V", . . .) machen 
können ; also Xo', Xo", Xq'" . . . sind hier als sehr kleine 
Grössen zu betrachten. 

Der mittlere Fehler von U ist = £ 1/ ( — j oder 

8 
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.=.jlT)-(^) (bO)- (s^) ■■■]■ 

4) Anwendung auf trigonometrische Vermessungen. 

Wenn alle § 52. Nehmen wir an, dass bei dem trigonometri- 

T*°h^^ G * ^^^^^ Netze eine Basis gemessen sei, und ausserdem alle 
nauigkeit ge- Winkel in jedem, zur Zusammensetzung des Netzes un- 
messen sind, entbehrlichem Dreiecke, mit gleichem Genauigkeitsgrade 
bestimmt seien. Wenn femer das Gewicht der Bestim- 
mung jedes Winkels gleich der Einheit gesetzt wird, 
so entsteht die Forderung , den mittlern^Fehler ^a^*^ von 
der Länge der Seite a^*^, die durch i Dreiecke mit der 
Basis verbundenen ist und auf die vortheUhafteste Weise 
nach § 38 berechnet werden kann, zu finden. 

Bezeichnen wir durch 31', S', (5' . . . m «(») S(*) die 
corrigirten Winkel der Dreiecke , welche zur Berech- 
nung der Seiten a^*) gebraucht wurden und durch a', ß\ 
y' . . . a(^^ , /?^'*) , y^^^ die mittlem Fehler dieser Winkel ; So 
wird der Fehler J&^^> durch eine Gleichung von folgen- 
der Form ausgedrückt: 

z/a^i) = a(*) sin 1" | a' coig 21' — y' cotg (£' + .. . 

+ «(1) cotg ä^*) — y(*) cotg e<*) 

wo «', y', . . . «^*^, /^^ in Secunden gegeben sind. Aus 
den Eigenschaften der Dreiecke werden hier die Bedin- 
gungsgleichungen : 

X'=a' + /9' + y' = 0, X" = a"+-/?" + /' = 

X^i) = «0) + ßi^) + y(i) =0 (1) 

erhalten. Hieraus ersieht man, dass statt — y', — y", .... 
— yO) auch a' + /?', a" -|- /?", . . . a^*) + /?^*) angenommen 

werden kann; setzt man demnach ,,, . — -,/ = A^*) und 

a^*^ sm 1" 

der Kürze wegen 

cotg 21^»^ + cotg (£<i) = 1(«), cotg S^«) = m!^l 
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so erhält man den wahrscheinlichsten Werth der Ghrösse 
k^^^ aus der Gleichung 

A(i)=lV+m'/9'+'. . . l(»)a(*)+mW/^i)+q'X'-|-...q^*>XC«) 
wo q', q" . . , q(») von a', ß% y' . . . o« ß^^) yC«) unab- 
hängige Factoren sind. 

In unserm Falle ergiebt sich allgemein^ dass: 

dX(^ _ dXf»^ _ dX(»> _ 

da(»> ~ d/?(») "" dyW ~ 

Solche Gleichungen liefert jedes Dreieck, und wenn 
wir daher die Summe der Quadrate aller Gleichungen 
nehmen und diese durch (LL) bezeichnen, so finden wir 

(LL) = (ll + mm) + 2(gl + qm) + 3(qq), 
wo (11 + mm) , (gl + qm) , (qq) Summen von ähnlichen 
Gliedern ausdrücken, die man einzeln erhält, wenn man 
statt 1(*), mO>, q'*) die jedem einzelnen Dreiecke entspre- 
chenden Werthe nimmt. In unserm Falle sind die Ge- 
wichte p' = p" = p'" = . . . p^'> == 1 ; hiernach wird der 
Factor q^*> aus der Gleichung: 

= i/^ ^ = 1 i) + m'«> + 3q'») oder q'0= — ^^A^+Pi^ 

bestimmt. 

Genau auf dieselbe Weise erhält man somit auch 
q', q" . . . . Setzt man nun ihre Werthe in den Ausdruck 
(LL), so ergiebt sich: 
(LL) =^ (U -f mm) - %(! + m) (1 + m) + %{\ + m) (1+m) 

= VaCU + mm -. bn). 

Hieraus schliessen wir, dass die wahrscheinliche Länge 
der Seite a^*) dem mittlem Fehler: 

z/aO) = + a(») sin 1" . ju/V3(U -f-'mm^ Im) 
unterliegt, wo (i der mittlere Fehler eines jeden gleich 
sicher bestimmten Winkels ist. Der vorhergehende Aus- 
druck ist übereinstimmend mit dem Resultate von Laplace 
und zeigt, in welchem Grade die Fehler bei der Berech- 

8* 



116 

nuug der Seiten, durch die im § 46 auseinandergesetzte 

Correction der Winkel sich verkleinern*, ohne diese Cor- 

rection des Fehlers in der Seite a^*) würda derselbe sich 

jedoch gleich + a^^) sin 1" . jti|A(ll + mm) ergeben. 

Wenn die Wenn die Winkel in jedem Dreiecke mit verschie- 

verachiedenlr dö^^r Genauigkeit gemessen sind, und wir durch p', p", 

Genauigkeit p"' . . . p(i) die Gewichte der im 1., 2., 3. . . . 4. Dreiecke 

gemessen sin -^jggtumnten Winkel bezeichnen, so finden wir durch ahn- 

liehe Schlüsse wie bisher, dass die wahrscheinlichste Länge 

a(') den Fehler 

Jsß) = ± a(0 sin 1" . ^-J2/^ (11 + mm — Im )" 
enthält. ^ ^ P 

Da U+mm — lm = |l — m|'^+lm=cotg2^l4- 
^- I cotg 31 -h cotg CS I cotg CS, 

so wird der Fehler desto bedeutender, je mehr sich 21 
uud (S sehr spitzen oder stumpfen Winkeln nähern. Wenn 
aber verlangt wird, dass alle Seiten der Dreiecke gleich 
gut bestimmt sein sollen, so darf keiner der Winkel sehr 
spitz oder stumpf sein. 
Gleichseitige ^ diesem Falle sind die gleichseitigen Dreiecke die 

Dreiecke sind bequemsten, denn in denselben enthält jeder Winkel 60^ 

die bequem- j. ii-i «i-it»*- i 

sten. ^^"^d Sie unterscheiden sich m dem Maasse von sehr spi- 
tzen Winkeln, als dieses bei der Gleichheit der Winkel 
überhaupt möglich ist. Deshalb bemüht man sich bei 
der Zusammensetzung des trigonometrischen Netzes, solche 
Punkte auszuwählen, sodass durch ihre gegenseitige Ver- 
bindung fast gleichseitige Dreiecke entstehen. Grössten- 
theils jedoch pflegt die Basis kürzer als die Seiten der 
Hauptdreiecke zu sein und daher wird jene mit diesen 
durch eine besondere Triangulation verbunden. 

Wenn alle Dreiecke gleichseitig sind, so ist 81 = 60, 
^ = 60« u. s. w. 

P = m2 — hn = l; (P + m^ — hn) = 1 -f- 1 + ...+l = i 
wo i die Zahl der Dreiecke ist, die die Seite a^*) mit der 
Basis verbinden. Wenn ausserdem alle Winkel gleich sicher 
gemessen sind und das Gewicht derselben gleich der Einheit 



117 

angenommen wird, so ist in der Seite a^*) der mittlere 
FeUer 

J2S^) = + a(*) sin V* . fi /%T; 
enthalten. 

Nehmen wir an, dass statt i Dreiecke, die das Netz 

bilden, zwischen denselben äussersten Punkten ein neues 

• 

Netz zusammengestellt würde, welches aus =- ebenfalls 

gleichseitigen Dreiecken besteht, so werden die Seiten 
dieses letzten Netzes k mal grösser als die Seiten des 
früheren sein. Hiernach ist der mittlere Fehler der Seite ka ^*) 

JkaO) = ± kaO) sin 1" • i^'V | g = ± a^'^ ^^^ 1" • /*)/| i • k, 

d. h. während die Länge der Seiten sich k mal ver- 
grössert, wächst ihr mittlerer Fehler nur im Verhältniss 
von y\i : 1; und daher ist es bequemer, das trigonome- 
trische Netz aus einer kleinern Zahl grosser Dreiecke, 
als aus einer grossen Zahl kleiner aber ähnlicher Drei- 
ecke zusammenzusetzen. Dabei wird jedoch vorausge- 
setzt, dass es möglich sei, mit derselben Sicherheit die Win- 
kel zwischen den mehr oder weniger entfernten Gegen- 
ständen zu messen; im entgegengesetzten Falle würde die 
Regel nicht richtig sein. 

§ 53. Wir wollen jetzt annehmen, dass ausser den Wenn zu- 
gleich sichern Beobachtungen aller Winkel in jedem Drei- ,f ®Ig^ llols- 
ecke, auch eine Verificationsbasis gemessen sei, die basis gemes- 
mit der anfänglichen durch n Dreiecke verbunden *®^ *®** 
ist. Wenn wir zuerst die Winkel durch die Eigenschaft 
der Summe dreier Winkel eines sphärischen Dreiecks 
corrigiren , so muss man darauf die Winkel so corrigiren, 
dass die gemessene und berechnete Länge der Verifi- 
cationsbasis mit einander übereinstimmen. Die neuen 
Winkelcorrectionen a, ß, y, «', ß\ y' . . ., welche von 
dieser Bedingung abhängen, werden nach der in § 46 
erläuterten Regel ermittelt und müssen die Gleichung 

X(") = fa -h fi? + . . . f^"^a^"> + f/"^«(") — 1 = 
befriedigen, wo f, f^ . . . f °), f^f") und l dieselbe Bedeu- 
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timg wie in § 46 besitzen; ^ . ^^2"/^^ = /^+%^ ^' s. w. 
Wir haben die vorhergehende Form der Bedingungs- 
gleichung der einfachem Rechnung wegen gewählt, die 
dadurch hervorgeht, dass den Fehlern a und ^ gleiche 
Wahrscheinlichkeitsgesetze entsprechen (§ 46), was man 
jedoch nicht in Beziehung auf a und ß sagen kann. 

Die Correctionen der Seite a(*), die von den Cor- 
rectionen a, f . . . a-*^ , |(*) abhängen , werden aus der 
Gleichung 

X(i) ={a-+-{J+ . . . +f»)a(») -f fj(i)^(0 
bestimmt. 

Aber in Folge der Verbindung aller Correctionen a, 
f . . . «(*), ff*) . . . (/^\ ff°) mit der Bedingungsgleichung 
X('*) = 0, wird J^^^ die wahrscheinliche Correction der 
Seite a^*) mit der Gleichung 

^(i) = f a + fif + . . . + fCO a(i) + f/0 f (i) + q(n^ . X^») 
in der q(°) ein unbestimmter Factor ist, übereinstimmend 
sein. Angenommen, h sei > i und < n + 1 5 alsdann 
werden die partiellen Differentiale L, Li, L', Li'u. s. w. 
der Function ^(*) in Beziehung auf a, f, a', f ' u. s. w» 
durch folgende allgemeine Formeln ausgedrückt: 



LO) =f(i) +f(0 . q(«) 
L /») = f /*) + f i(*) . q<«) 



L<»») =f»») . q(«») 



in welchen man statt des Zeichens (i) nacheinander alle 
ganze positive Zahlen 1, 2, 3 ... bis i inclusive und statt 
h die Zahlen i -f- 1, i + 2 . . . (n — 1 ), n nehmen muss. 

Um (LL), oder die Summe der Quadrate der ver- 
schiedenen L, die man über alle Werthe von i und h 
ausgedehnt, zu berechnen, nehmen wir 

FO» =ff+fi . fi + . . . +f(*) . P*) +f/'*^ . fi(») 

F(n)=F(i)^f(i-f 1). fli+l)+fj(i+l). f i(i+l)+. . .f(n). fln)_^fj (n). f^fn) 

F<'^^ = F<"J F('> . 

Alsdann ist: 

(LL) = F^») . j 1 + q(°^ j ^ + F(h) . q(n) . q(n) = F^D ^ 

+ 2F^*) . q(") + F<°) . q<°) . q^n) 

12^) = = F*^ 4- F(") a(°) • a(») = — 



+ a(0 sin 1" . .u' 1/fo j 1 — 
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Demnach 

LL = F^) il — S^, 

und der Fehler JsS^^ den man nach den Correctionen 
aller Winkel, die von der Uebereinstimmung der Veri- 
ficationsbasis abhängen, befurchten kann, ist: 

F(J») \ ^ 

wo /m' den in Secunden ausgedrückten mittlem Fehler 
der Winkel darstellt, die corrigirt werden können, wenn 
man nur der Bedingung gedenkt,'' welche von der Eigen- 
schaft der Winkelsumme jedes Dreiecks abhängt. Aber 
wir haben in § 45 gesehen, dass das Gewicht solcher 
Winkel % mal grösser, als das Gewicht der unmittelbar 
und gleich sicher beobachteten Winkel ist; bezeichnet 
man daher durch /* den mittlem Fehler dieser letztern 
Winkel, so entsteht ^^ = jti*^ . ^/^ oder |U' = fiy^Va; ^^^ 
folglich wird der in der Seite a^*^ erwähnte Fehler 



^a(»^ = ± a(») sin 1" . ^l/% F*^ 1 1 — fl^) 

sein. 

Wenn alle Dreiecke gleichseitig sind, d. h. alle Win- 
kel 91, -ö, € u. s. w. je 60^, so finden wir, dass 
f = colg 21 + Va cotg e= Va /3; 

fi = V2T^3cotge = V2; f^ + fi*=l; 
und auf gleiche Weise allgemein f (*) . f^'> -f- fi^^^ . ft^*^ = 1 
u. s. w. 

Hiemach ist alsdann 

F(») = i, F(°^ = n 



^a(») = + a(*) sin 1" 



■^y%'-^^ 



i (n-i) 



Durch eine etwas längere Rechnung kann man zu dem 
erwähnten Ausdrucke des mittlem Fehlers ^a^*) der Seite 
a(^) gelangen, wenn man auf einmal die Bedingungsglei- 
chungen berücksichtigt, denen alle Correctionen a, ß, y, 
a'j /?', y' . . . der beobachteten Winkel, welche durch den 
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dritten Theil des sphärischen Excesses corrigirt sind; be- 
fiiedigen müssen. 

Einige von diesen Gleichungen, wie 
X = a + /9 + y = 0, X' = a' + /9'+ y' u. s. w. (1) 
hängen von den Eigenschaften der Winkelsumme jedes 
sphärischen Dreiecks 'ab, andere aber, wie 

A = la 4- m/9 + . . . F»»)«'») + m(»)/?(") ... .(2) 

gehen aus der Messung der Verificationsbasis hervor. 

Man muss nur bedenken, dass im Allgemeinen (P+m^ — Ini) 

= (f« + fi«) ist. 

Verkleinerung § 54. Wir woUen jetzt untersuchen, wie sich die 

der mittlem mittlem Fehler der Winkel verkleinern, welche durch die 

Fehler. . 

vortheilhafteste Erfüllung der Bedingungsgleichungen cor- 
rigirt werden, die sich auf die bekannte Winkelsumme 
in jedem Dreiecke und auf die Concordanz der gemes- 
senen und berechneten Länge der Verificationsbasis 
beziehen. 

Es seien A', A" A(°^ und C, C" C^°> die 

Winkel, welche im Zähler und Nenner des Ausdrucks 
fiir die Berechnung der Verificationsbasis gebraucht 
wurden ; B', B" . . . die übrigen Winkel. Sind «', «', 
6', 21", 33", S" . . . die entsprechenden definitiv verbes- 
serten Winkel und «', ß\ y', a", /?", y" . . . die übrig- 
bleibenden Fehler derselben, so entstehen die Bedingungs- 
gleichungen : 

X' = a'-}-/?' + y'==0; a" + /?" + y" = (1) 

Y = k'a' — py -hk"«"— p"y"+ . , . k^n)«^")— p("y"^=0, 
wo k' = cotg 31', p' = cotg £' u. s. w. 

Der genaue Werth eines Winkels, z. B. des Winkels 
91' ist 

3l' + a' = 3l' + q'X'-t-q"X"+.. .+Q. Y; 
Nun ist 

dX'_dX;_dX'_ dX" _dX" _dX"_ 
da' ~ d/?' ~ dy' ~^' da" ~ d/?" ~ dy" ~ ^"S'^m 
die übrigen Differentialquotienten von X', X" . . . sind Null. 
dY , , dY ^ dY 
d^' = '^'d^ = ^^ dy' = -P'^-^-"- 
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Bezeichnen wir also durch h, .. L,^v, L, ,, L" , 

W {ßy (yy («)' 
L!' y L' u. s. w. die Differentialquotienten der Func- 
tion Sä' + a' in Beziehung auf 21', ©', ß', ä", ö", 6" 
u. 8. w.^ oder in Beziehung auf «', ß', y', a", ß*', y" • • • 
so kommt 

Ljy) = q' - P'Q i Lj'y^ = q" — p"Q u. s. w. 

Wir wollen hier annehmen, dass alle Winkel gleich 
gilt beobachtet wurden und das ihnen entsprechende Ge- 
wicht der Einheit gleich ist; wenn dann (LL) die Summe 
L'L'-|-L"L"+ . . . U°)L(") darstellt; so haben wir: 
(LL)=l+2q'+2k'Q+32;(q(*) . q^») )+2Q2;(qO) (kO) — p(*0)-+- 

+ Q22:(k(*) .k(«)+pO) .pd)), 
wo das Zeichen ^ eine Summe ähnlicher Glieder bedeutet, 
in der statt i die Indices ' " . . . (n) genommen werden. 

Aus den Gleichungen: 
d(LL)_ ,/ d(LL)_ .., d(LL)_0 

erhält man 

q'=-V8-V8Q(t'-p') 
q" = - Va Q(k" - p") 



Q.2:(k<'>k<"+p<')p'") =— k'— q'(k'— p') — q"(k"— p") — 
. . . _qw (k(n)_p(..)) = _ü/3k'+p'+V8Q^(k("— p"'/; 

Nun ist 

kk 4-'pp - Vs (k - p)* = Vs(kk + pp + kl) ; 
folglich 

wo F == 2:o(")(k(')' . k(*^ + p<») . p^i) +k(*)p(0) 

=(kV+p'p'+p'k')+. . . + (k(») . k(°)+p^°^P^"^+k^°^P^"^)- 
Es kommt also 
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(LL) = V, + */jQ (k' + V,P') + %Q* . F 

und der mittlere Fehler des verbesserten Winkels 81' ist 



=./v,(i-a^t^^> 



Auf dieselbe Weise findet man den mittlem Fehler 
des verbesserten Winkels 6' 

und den mittlem Fehler des verbesserten Winkels S' 

Sind alle Dreiecke gleichseitig, so ist k = p = cotg 60 
= V^Y^] kk + pp + pk = l, und wenn n die Anzahl 
der Dreiecke bedeutet, welche die erste mit der letzten 
Basis verbinden, so ist F = n und der mittlere Fehler in 
91 und @ sind dann 



±''/".('-E> 



Den mittlem § ^^' ^^^ ^on den Hauptzwecken der trigonome- 

Fehler des trischen Messungen besteht in der Bestimmung des Unter- 
Langen- und l»j«J "L'T. T" JTJ'x 

Breitenunter- schiedcs m der geographischen Lange und Breite ver- 
schiedes der schiedener Punkte des Dreiecks im Verhältniss zu ihrem 
PunST ange- anfänglichen Punkte. Zu diesem Zwecke berechnet man 
nähert zu be- die Winkel der Richtungen und die Länge der Linien, 
™™ "* die den uranfanglichen Punkt mit allen übrigen verbin- 
den. In diesem Falle kann man die mittlem Fehler der 
Endresultate ermitteln, indem man die genaue Theorie 
von Gauss befolgt, die im § 51 auseinandergesetzt ist. 

Aber dieses fuhrt zu sehr zusammengesetzten Rech- 
nungen, und da die Bestimmung der wahrscheinlichen 
Fehler nur dazu nöthig ist, um einen Begriff von dem 
Grenauigkeitsgrade der trigonometrischen Messung zu ge- 
ben, so kann man sich in den Resultaten der Messung 
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mit einem genäherten Ausdrucke des mittlem Fehlers 
begnügen. 

Zunächst bemerken wir, dass die Längen der Linien, 
welche den Anfangspunkt der Vermessung mit den an- 
dern Punkten verbinden, sowie die Winkel zwischen die- 
sen Linien und den ursprünglichen Seiten des Dreieck- 
netzes, auf die bequemste Weise durch die sogenannten 
Polarcoordinaten aller Spitzen der Dreiecke in Beziehung 
auf den Anfangspunkt und die anfängliche Seite des Netzes 
ausgedrückt werden. Es mö- 
gen A, A', A" . . . . die ver- 
schiedenen Ecken im Netze 
der Dreiecke AA'A", A'A''A'", 

A"A'"A^v darstellen; A 

sei der Anfangspunkt und die 

Seiten und Winkel sollen auf 

folgende Weise beaeichnet 

werden. 

Die Sdten 

AA' = a A'A'' = a' 

AA"=s" AA'" = 8"' 

und die Winkel 

AA" A'" = 6" AA'"AJv= e* 

A"AA'" = r" A"' AAiv= t'" 

A A'" A" = u" A Aiv A'"= u'" 

Bei der Berechnung der Fehler geodätischer Mes- 
sungen kann man mit Hilfe der Correctionen, die vom 
sphärischen Excess der verschiedenen Dreiecke abhängen, 
annehmen, dass alles auf eine Ebene reducirt sei. Wenn 
denmach dsCi+O, drö), duW die Fehler sind, welche in 
der Seite AA(i+l) = 8(i+i) und in den Winkeln A(i)AA(i+i) 
^rCi), AAO+J)A(») = u(i) enthalten sein können, dagegen 
d8(i), da(i) und d0(i) die Fehler, welche in den Seiten 
AAO) = s(0, A(i)A(i+l) = a(i) und in dem Winkel AAO) 
A(i+i}=Öo) vorhanden sind, so wird die Verbindung 
zwischen denselben durch folgende Gleichungen aus- 
gedrückt : 



md 



A"A'" = a" u. s. w. 
AA^v =8iv, 

AA^vAv = ev^ 

A^vAAv =rv, 
AAvAiv=uV. 
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d8(i+0 = cos u(i) da(i) + cos t(0 ds(i) H- 8(0 sin tCO de(i) sin 1'' . (] 

sO+l) sin 1" dr(0 = sin uP) daCO — sin rO) dsCO — a(0 cos u( >) dS sin 1 ", 
8(i+i)8inl"du(0= — 8inu(i)daO)+sinrO) dsO) — sP) cosrWdf^CO sin 1 
wo die Fehler der Winkel in Secanden ausgedrückt sind. 
Der mittlre Werth der Fehler dsP+l), sfi+O- 
sin 1" dirO) und s(i+l). sin 1" duO) wird erhalten^ wenn wir 
an Stelle von dsCO, daCO und dßO) ihre mittlem Werthe 
nehmen und die Quadratwurzel aus der Summe der qua- 
dratischen Glieder berechnen, welche in dem zweiten 
Theile jener Gleichung (F), die dem gesuchten Fehler 
entspricht, vorkommen. Nehmen wir z. B. an, dass für 
die Correction der, an allen Spitzen der Dreiecke A A'A", 
A'A"A"' u. s. w. beobachteten Winkel keine andere Be- 
dingung existire, als die, welche von der Eigenschaft der 
Winkelsumme jedes Dreiecks und der Ausmessung der 
Länge der Verificationsbasis abhängt, alsdann kann man 
an Stelle von da(i) setzen 

+ a(i) sin 1> /% F(i) j 1 - H j . (91) 

WO f.iy F(i) und F(n) dasselbe wie im § 49 bezeichnen. 
Auf gleiche Weise können die mittlem Fehler der, in den 
Dreiecken AA'A", A'A"A'", A"A"'A^v u. s. w. corri- 
girten Winkel so berechnet werden, wie im vorhergehen- 
den 54. Paragraph gezeigt wurde. 

Die Seite AA' = s" und die Winkel A'AA" = r', 
AA'A" = u' gehören zum ersten Dreiecke und ihre Feh- 
ler ds", dz^', du' werden auf die oben angegebene Weise 
gefanden. Im Dreiecke AA"A"' besteht der Winkel 
AA"A"'=0" aus dem Unterschiede oder der Summe 
zweier unmittelbar beobachteter und corrigirter Winkel 
A'A"A'" und A'A"A; folglich wird d0, der mittlere 
Fehler dieses Winkels, durch Ausziehung der Quadrat- 
wurzel aus der Quadratsumme der mittlem Fehler der 
Winkel A'A"A'" und A'A"A erhalten; besitzt man auf 
diese Weise ds" und dö", so bestimmt man auch leicht 
die mittlem Werthe von ds'", du" und dt. Darauf wird 
im Dreiecke AA"'Aiv der Fehler da'" der Seite A"'Aiv 
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mit Hilfe der Formel (21) ausgedrückt; die Felder du" 
und ds'" sind jedoch schon aus der Untersuchung des 
vorhergehenden Dreiecks bekannt. Aber der Winkel 
AA"'A^v=@'" ist der Summe oder dem Unterschiede 
der Winkel A"A'"Aiv und A"A'"A gleich; der mittlere 
Fehler des ersteren, den wir durch da'" bezeichnen, 
wird auf die im § 54 angegebene Weise gefunden; hier- 
nach erhalten wir zur Berechnung der mittlem Grösse 
des Fehlers d0"' im Winkel ©"' den Ausdruck 

dÖ"'^ = da"'^ + d0"2 ; 
mit Hilfe von ds"', da'" und d©"' berechnet man ds^^, 
dr'" und du"' ; imd indem man eine ähnliche Ermittelung 
weiter fortsetzt, gelangt man zur Bestimmung des mittlem 
Fehlers der Linie, welche den Anfangspunkt der trigono- 
metrischen Vermessimg mit irgend einem andern Punkte 
und endlich mit dem letzten Punkte der Messung ver- 
bindet; mit diesem zugleich wird auch der mittlere Feh- 
ler des Winkels W(n) ausgedrückt, der zwischen AA', 
der ersten Seite des Dreiecknetzes und der Linie s(o), die 
den letzten Punkt des Netzes verbindet, eingeschlossen 
ist. Wenn dWW den Fehler des Winkels W(n) und ds(n) 
den Fehler in der Linie sf«) darstellt, so wird der mitt- 
lere Werth von dW(n) mit Hilfe der Gleichung 

dW(°) = /d?^ + dx:''2 + dr"'^-h . . . + drCnj^ 
gefunden. 

Es möge Z das Azimuth von AA' der Anfangsseite des 
Dreiecknetzes sein und wir wollen annehmen, dass es un- 
mittelbar aus astronomischen Beobachtungen, die im Punkte 
A angestellt sind, abgeleitet worden sei. In diesem Falle 
wird das Azimuth der Seite s(n) = WC») -+- Z oder = W(n) 
— Z sein, wenn man auf die Lage dieser Seite in Beziehung 
auf den durch den Punkt A gehenden Meridian Rück- 
sicht nimmt. Bezeichnet man durch dZ und dV die 
mittlem Fehler der Azimuthe Z und V, so erhält man: 

dV = l/'dW(n)2 + dz^: 

Der mittlere Fehler von der Länge des, zwischen 
den Parallelen des Aequators enthaltenen Meridianbogens, 
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der zwischen dem Anfangs- und Endpunkte der Ver- 
messung hind urchfuhrt; ergiebt sich nach der Formel: 
dX = ± /cos=^ V . ds(n)2 + 8(n)2 sin« V . sin^ 1" . dV*. 
Hier wird jedoch vorausgesetzt, dass dV in Secunden 
ausgedrückt sei. Wenn R der Krümmungshalbmesser des 
Bogens Y und j die Anzahl der in Y enthaltenen Se- 
cunden ist; (p(^) die geographische Breite des Punktes 
^. A(n) und 1 der Unterschied del* geographischen Länge 

Y 

der Punkte A und A(n) bedeuten, so ist y = .=— ; — — ^ 

•^ R sm 1" 

und daher werden die in y und 1 enthaltenen mittlem 
Fehler dy und dl folgendermaassen ausgedrückt: 

- dY ,, cos y dy 

^ R sin 1 " ' cos b ' cos q>i^) ' 

Die hier auseinandergesetzte Methode, die Fehler 
dX, dY und dl zu berechnen, entspricht nicht vollstän- 
dig der genauen Theorie zur Ermittelung der wahrschein- 
lichen Fehlerfunctionen solcher Grössen, die unmittelbar 
aus den Beobachtungen abgeleitet werden. Es ist aber 
leicht einzusehen, dass die nach der vorhergehenden Me- 
thode berechneten Fehler ein wenig grösser als die mitt- 
lem Fehler sein müssen, welche aus der erwähnten Theorie 
hervorgehen. Dieser Umstand stört jedoch nicht, sich 
ein richtiges Urtheil über die Güte des Endresultates der 
trigonometrischen Vermessung zu bilden, denn zu diesem 
Zwecke ist es genügend zu wissen, dass die wahrschein- 
lichsten Werthe der Bogen X und Y nicht Fehlem unter- 
liegen, welche grösser als die nach der vorhergehenden 
Methode gesuchten sind und sich nur sehr wenig von 
den Fehlem, die die genaue Theorie ergiebt, unterscheiden. 
Bequemeres § ^^' ^^^ hinreichender Annäherung kann man noch 

Mittel dX und bequemer dX und dY auf folgende Weise ausdrücken. 
^Mchnen^ Bei der Ermittelung des Einflusses, den die Fehler 

bei den beobachteten Winkeln auf die Bestimmung der 
Bogen X und Y ausüben, kann man wegen der geringen 
Grösse dieser Fehler das Dreiecknetz in der Ebene lie- 
gend annehmen. Es mögen nun AG, C C', C' C" . . . . 
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Co— 1), C(») verschiedene Seiten dieses Netzes vorstellen; 
AM ^i die Richtung des durch den Anfangspunkt A von 
Norden nach Süden gehenden Meridians; C, C, C" . . . 
die zwischen den Seiten des Dreiecknetzes gefundenen 

Winkel ACC, CC'C", C'C'C"' Verlängern wir 

die Seiten C C, C C" . . . bis zum Dur^Eschnitte mit dem 

Meridiane AM in N und N' 

und bezeichnen durch Z', Z" . . . . 
die Azimuthe dieser Seiten von Sü- 
den nach Westen zählend; dasAzi- 
muth Z = M A C der ersten Seite A C 
wird aus den in A angestellten astro- 
nomischen Beobachtungen bestimmt; 
aber die Azimuthe Z', Z" . . . wer- 
den aus Z und den Winkeln C, C, C" 
. . . abgeleitet. Wenn wir das Drei- 
ecknetz in der Ebene liegend an- 
nehmen, so ergiebt sich: 
Z'=Z+C— 18(y>, Z"=Z'+C— 1800, 

Z'"=Z"+C"— 180 u. 8. w. 
Bezeichnen wir durch dZ, dZ', dZ" 
. . . . dC, dC, dC" ... die Fehler 

der Winkel Z, Z', Z" C, C, C" , so entsteht 

dZ' = dZ + dC, dZ" = dZ' + dC', dZ'" = dZ" + dC" 

U. 8. W. 

Demnach ergiebt sich allgemein, indem man an Stelle 
von dZ', dZ", dZ'" ... ihre Werthe setzt : 

dZ(i)==dZ + dC + dC' + dC"+ . . . 
Wenn man jedoch nicht weiss, ob die Fehler dZ, dC, 
dC^ .... alle positiv oder negativ sind, so kann man 
den mittlem Fehler des von der Seite CO) 0(^+1) bestimm- 
ten Azimuths Z(i) nach der Formel 

dZ(i) = ± /dZ« + £(dCj^ 
berechnen, wo £ das Summenzeichen ist, welches sich 
über alle Fehler der Winkel C, C, C" . . . ausdehnt, 
deren es soviel giebt als Dreiecke, die den Anfangspunkt 
A mit irgend einem Punkte (i) des Netzes verbinden. 
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Da durch die Berücksichtigung der Verificationsbasifi 
die Winkel sehr wenig verändert werden, so wäre es 
beinahe schon hinlänglich, die Summe I!(dC)^ = % . fi^ 
zu nehmen, wo /u der mittlere Fehler eines aus den Be- 
obachtungen unmittelbar erhaltenen Winkels bedeutet. Es 
wird aber zweckmässiger sein, die einzelnen dC auf die 
im § 54 auseinandergesetzte Weise zu bestimmen. Kom- 
men z. B. die Sinusse aller Winkel C, C" . . . Ci^) im 
Nenner des Ausdi'ucks vor, der zur Berechnung der Ve- 
rificationsbasis benutzt wird, so wird die Summe 

WO k, p, F dieselbe Bedeutung haben, wie im § 54 und 
die Summe 2X0 sich auf alle Indices von ', "... bis (i) 
inclusive bezieht. 

Es sei AC = a, CG' = a', CG" = a" u. s. w. ; X die 
Länge des Meridianbogen zwischen den Parallelkreisen, 
welche durch den Anfangs- und Endpunkt der Grad- 
messung gehen, so erhält man nahezu 

X = acosZ + a'cosZ'+a"cosZ"-f. . . 
Ist nun Y die senkrechte Distanz zwischen dem End- 
punkte der Gradmessung und dem Meridiane, welche 
durch den Anfangspunkt geht, so wird auch nahezu 

Y=asinZ + a'sinZ'-ha"sinZ'-'+. . . 
sein. Wenn nun ± da, + da', dida" .... die mittlem 
Fehler der Seiten a, a', a" . . . sind und wir machen 

F(i) = (k'k'H-p'p'+k'p') + ...+-(k(i)k(i)+p(i)p(i)+k(i)p(i)) 
Fin)=(k'k'+p'p'-hk'p')+. . . + (k(n)k(n) + p(n)p(n)4-k(n)pCn)) 

so ist 



da(i) = ± a(i) sin 1" . |tt . Y% F» (l — |S-) • 

Alsdann können die mittlem Fehler in X und Y durch 
folgende Formeln ausgedrückt werden: 

dX=/ÄÖs^ZOydäX^^ 

dY = }/ 2:8in2 Zda(i) . da(i)+2;a(i) . aCOsin^ i^i^Zi\y(äZ(iy)^ 
Hier sind die Fehler der Winkel in Secunden gegeben. 
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Wären die Gewichte P', P'' . . . in jedem Dreieck ver- 
scliieden^ so müsste man ein jedes Glied durch das ent- 
sprechende Gewicht dividiren. Es bedeutet dann fi den 
Fehler eines Winkels, dessen Gewicht der Einheit gleich ist. 
Nehmen wir z. B. alle Dreiecke gleichseitig und den 
mittlem Fehler einer Seite ^^am^ das mittlere Azimuth 
= Zm, so wird 

ZcoB^ Z(i)da(i) . da(i) = cos» Zm am» sin» V\fiK % Zi[l--W 

= cos» Zm am »sin» 1" . ^» i ^^^ (l — ^^) ; 

i;a(i)a(i)sinI"sin»Z(i) = 

=sin»Zmam».sin»l"(»/3iU» . i(l — %n) + d£») 
Der Breitenunterschied Jq> und der Längenunter- 
schied J\ sind den mittlem Fehlem 

j ^ <iX j >i cos y dy 

d^9>=ü-^ — -y dz/l = f . — ^ 

^ K sin 1" ' cos 1 cos q> 

Y 

unterworfen, wo y = ^—. — 77: und ß der Krümmunes- 
' "^ Rsml" ° 

halbmesser des Bogens Y bedeutet. 



Uebersicht der Regeln für die Berechnung der wahrscheinlichsten 
Resultate aus trigonometrischen Messungen. 

§ 57. Zur Correction der beobachteten Winkel stellt 
man von einander unabhängige Bedingungsgleichungen 
zusammen^ die diese Winkel oder ihre Correctionen mit 
Grenauigkeit befiriedigen müssen. Solche Gleichungen 
gehen aus den verschiedenen Eigenschaften der gegebe- 
nen Messung hervor. 

Gleichungen der ersten Art müssen wir die nen- 
nen, welche von der Methode der Winkelbestinmiung in 
jedem einzelnen Punkte abhängen. Nehmen wir zuerst 
an, dass von einem Punkte aus die Winkel um den 
ganzen Horizont unabhängig von einander gemessen wären, 
so muss nach der Reduction derselben auf den Horizont, 

die Summe der Winkel gleich 360^ sein. Bezeichnet 

9 
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man durch M, M', M'' . . . solche Winkel und durch 
yy v*y V** , , , ihre gesuchten Correctionen^ so erhält man 
die Gleichung 

y-|-y' + y''-|-. . .==360»— M— M' — M''. . . 

Wenn keine andern Bedingungen ftir das Ermitteln 
der Correctionen existiren und p, p', p" . . . die Gewichte 
der Winkel M, M', M" . . . sind, so würden wir, indem man 

Ä=^360« — M — M' — M" — ...; k = -+-4+4-h • • • 

P P P 
setzt; in Folge des § 48 

k . p k . p" k . p" ^ ' 

erhalten. 

Für den Fall aber, dass p = p' = p" = . . .^ würde 
kp=kp' = kp" . . . =n entstehen, wo n die Zahl der 

gemessenen Winkel ist; alsdann ist v = y = v"..= — 

und das Gewicht der corrigirten Winkel wächst im Ver- 
gleich mit den Gewichten der beobachteten Winkel im 
Verhältniss von n : n — 1. 

Es ereignet sich bisweilen, dass der unmittelbar ge- 
messene Winkel aus der Summe oder dem Unterschiede 
zweier andern Winkel besteht, von welchen jeder direct 
aus den Beobachtungen abgeleitet ist. Es mögen M, M', 
M" die gemessenen Winkel, y, y', v** ihre Correctionen, 
p, p', p" . . . ihre Gewichte sein, und nehmen wir z. B, 
an, dass die Simime der Winkel M + M' gleich M" sei, 
wenn die Winkel M, M', M" genau gemessen wären; in 
Folge ihrer Fehler jedoch entsteht M + M' = M"+-ir. 
Alsdann wird 

M + v-|-M'-f-i'' = M" + i/", M + M' — M" = 'r 
und wenn es keine andern Bedingungen ftir die Correc- 
tion der Winkel giebt, so würden wir, wenn man % kennt, 
nach § 48 die gesuchten Correctionen finden 

T ^ X ^^ ^,111 

Man kann jedoch die Correctionen (1) und (2) nicht ftir 
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die allendlichen annehmen^ weil noch andere Bedingungen 
iur die Correction der Winkel existiren können. Uebri- 
gens ist es klar^ dass die von uns auseinandergesetzten 
Bedingungsgleichungen von selbst verschwinden, wenn 
nicht die Winkel, sondern nur die Richtungen der Linien/ 
welche von dem gegebenen Punkte zu den beobachteten 
Gegenständen führen, gemessen worden sind. Alsdann 
bestimmen die Unterschiede der Richtungen die Winkel, 
die erwähnten Gleichungen jedoch werden unabhängig 
von der Unrichtigkeit der Richtungen befriedigt und kön- 
nen daher nicht zur Ermittelung der Fehler dienen. 

§ 58. Um bei der Winkelbestinmiung den Einfluss 
der Kreistheilungsfehler der Winkelmessinstrumente zu 
entfernen, schlug Tobias Mayer die sogenannte Repe- 
titionsmethode der Beobachtungen vor, die jedoch in 
der Folge Bor da ven^ollständigte. Hiermit übereinstim- 
mend waren Repetitionskreise construirt, die unge- 
fähr zu Anfange des jetzigen XIX. Jahrhunderts viel ge- 
braucht wurden. Jetzt werden sie noch in Frankreich 
häufig benutzt; in den übrigen Gegenden sind sie aber 
im Allgemeinen aufgegeben, theils weil die neuern geo- 
dätischen Instrumente nicht solche Fehler geben, denen man 
bei den frühem Instrumenten begegnete, vorzüglich aber, 
weil man diese Fehler anders beseitigen kann und die 
neuen Instrumente ausserdem nicht zu constanten Feh- 
lem fuhren, die bei den Repetitionskreisen existiren. 
Aus diesem Grunde wäre es nutzlos, sich hier über die 
Berechnung der wahrscheinlichsten Werthe der Winkel, 
die mit Hilfe des Repetitionskreises gemessen sind, 
auszulassen. Genaue und ausfuhrliche Regeln für solohe 
Berechnungen sind von Bes sei angegeben und im Schu- 
macher'schen Journale : Astronomische Nachrichten. 
T. XL Nr. 256 vom Jahre 1834; sowie in der Abhand- 
lung des belgischen Capitains Liagre: Calcul des pro- 
babilitös et th^orie des erreurs, par F. B. F. Liagre 
1852.- § 137. p. 287 enthalten. 

In der russischen Vermessung werden die Winkel 
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jetzt nach der von W. Struve in seinem Werke: Brei- 
ten - Gradmessung in den Ostsee -Provinzen Rnsslands. 
I. Bd. § 89 auseinandergesetzten Methode bestimmt. Die 
Horizontalwinkel werden aus dem Unterschiede zwischen 
der willkührlichen Anzahl Grrade, Minuten und Secunden^ 
welche die Richtung der vom Beobachter zum ersten beob- 
achteten Gegenstande führenden Linie ausdrücken und 
der Anzahl Grade, Minuten imd Secunden, die sich auf 
die Richtungen der andern Gegenstände beziehen, abge- 
leitet. Jede besondere Beobachtungsreihe giebt Richtungs- 
unterschiede in beiden Lagen des Instruments, indem 
man den beweglichen Theil des Instruments zuerst nach 
rechts, dann nach links umlegt und sich von der Un- 
veränderlichkeit des unbeweglichen Theils desselben mit 
Hilfe des Sicherheitsfernrohrs überzeugt. Nach Be- 
endigung einer Reihe wird der Anfang der GradÜieilung 
durch eine gemeinschaftliche Umdrehung beider Horizontal- 
kreise, des Limbus und der Alidade, auf einen bestimmten 
Bogen festgesetzt. W. Struve fand so die Winkel aus 
6 Reihen gleichguter Beobachtungen; denn nach Beendi- 
gung einer Reihe wurde jedesmal der Anfang der Thei- 
lung um 15^ verrückt, und da die Ablesungen an jedem 
der vier, 90^ von einander abstehenden Nonien gemacht 
wurden, so sind 6 vollständige Reihen hinreichend, um 
den ganzen Kreis in jeder Lage des Instruments zu durch- 
laufen. Auf diese Weise wird der Einfluss der Theilungs- 
fehler vermindert und das mittlere Resultat aus allen Be- 
stimmungen desselben Winkels giebt den allerwahrschein- 
lichsten Werth, der überhaupt aus den, von einem Orte 
aus abgeleiteten Beobachtungen hergeleitet werden kann. 
Bestimmung M.BJ1 kann auch die wahrscheinlichste Richtung der 

der wahr- Visirlioie berechnen. Nehmen wir an, dass von einem 

scheinlichsten -rki. i ii*t^>ii ^ » i 31 

Richtung der "^J^t© ^i^s mehrmals die Richtungen verschiedener, durch 
Visiriiuie. denselben hindurchgehender Linien bestimmt seien. Wenn 
in jeder einzelnen Reihe die Messungen nur ein und die- 
selben Gegenstände, ohne einen auszulassen, mit gleicher 
Genauigkeit beobachtet sind, so werden die wahrschein- 
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Kchsten Richtungen dieser Linien sehr einfach gefunden. 
Wir wollen durch V, V", V" u. s. w. die Zahl der 
Grade, Minuten und Secunden bezeichnen,, die vom Beob- 
achter beim Richten des Femrohrs auf den ersten, zwei- 
ten, dritten u. s. w. Gegenstand am Kreise des Winkel- 
messinstruments abgelesen wurden, indem man sie in 
wachsender Reihenfolge rechnet. Die anfängliche Rich- 
tung kann dabei beliebig angenonnnen werden, zur Be- 
quemlichkeit der Rechnung wollen wir sie aber von der 
durch den ersten Gegenstand gehenden Linie annehmen. 
Alsdann drückt 0® 0' 0" die Richtung dieser Linie aus, 
und die Unterschiede V" — V, V" — V u. s. w. zeigen 
die Richtungen der Linien an, nach d^nen ^man den 
zweiten, dritten u. s. w. Gegenstand wahrnehmen kann. 
Auf diese Weise werden aus jeder Beobachtungsreihe und 
aus jeder Lage des Instruments die Richtungen der er- 
wähnten Linien bestimmt. Die dadurch erhaltenen Zahlen 
sind für ein und denselben Gegenstand constant, da 
ihre gegenseitigen Neigungen nur von den Beobachtungs- 
fehlem abhängen und daher giebt das arithmetische Mittel 
solcher Zahlen die wahrscheinlichste Richtung der durch 
diesen Gegenstand gehenden Linie. 

Der hier erwähnte Fall ist der bequemste für die 
Rechnung und der gewöhnlichste in der Praxis; wenig- 
stens ist er in den russischen Gradmessungen am meisten 
angewandt. Bisweilen jedoch pflegt es des schlechten 
Wetters wegen und aus andern Umständen unmöglich zu 
sein, aus demselben Punkte alle die Gegenstände zu beob- 
achten, die früher beobachtet wurden, oder wenn auch alle 
Gegenstände beobachtet werden können, so ergeben sich 
manche Messungen besser als andere. Alsdann werden 
die wahrscheinlichsten Resultate nach folgender, von 
Bessel *) vorgeschlagenen Methode gefunden. 

Es mögen 0^, A, B, C . . . die Richtungen der Linien, Beaseis Me- 

_^ tfaode. 

*) GradmesBung in Ost-Preussen, ausgeführt von F. W. Bes- 
sel und Bayer, p. 69. 
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die von dem Beobachtungsorte zum ersten, zweiten, dritten 
u. 8. w. Gegenstande fuhren, bezeichnen; M, M', M" . . . seien 
die durch den Nonius angegebenen Bestimmungen, welche 
zu den Richtungen 0®, A, B, C . . . gehören; X bedeute die 
wahre Entfernung des Anfangs der Kreistheilung auf dem 
Kreise des Winkehnessinstruments, von der zum ersten Ge- 
genstande führenden Linie, von welcher aus die Richtungen 
gerechnet werden. Nehmen wir femer an, dass flir die 
erste Reihe der Beobachtungen, d, <J', cJ" . . . die Fehler 
und p, p', p" . . . die Gewichte der bei dem ersten, zwei- 
ten, dritten . . . Gegenstande beobachteten Richtungen aus- 
drücken. So ist demnach 

(J = M — X, d' = M' — X— A, (J"=M" — X — BU.S.W. 
Statt X können wir M + x setzen, wo M den genäherten 
Werth von X bedeutet. Nehmen wir auf dieselbe Weise 
statt A, B, C . . . ihre genäherten, bekannten Werthe, die 
Aq Bq Co . . . sein mögen, und setzen der Kürze wegen 
M' — M— Ao=m', M"— M— Bo=m", M'"— M— Co=m'" 
u. 8. w., während wir durch a, b, c . . . die gesuchten Cor- 
rectionen der gefundenen Werthe Aq, B^, Cq . . . bezeich- 
nen wollen, so erhält man alsdann: 

<J = — X, (J'=m' — X — a, (J"=m" — x — b, 
(J'"=m"' — X — c u. 8. w. 
Für die andern Beobachtungsreihen entstehen ähn- 
liche Fehlerausdrücke, wenn x, m/, m/' . . . p,,p/, p/'. . . 
undx,;, m,/, m,/' . . . p,,, p,/, p,/' . . . auch für die zweite 
und dritte Beobachtungsreihe das bezeichnen, was x, m', 
m" . . . p, p', p" . . . in der ersten Reihe bedeuten. Un- 
verändert bleiben blos A^, B^, Co . . . und folglich auch 
a, D, c • • • 

Die Summe der Producte der quadratischen Correc- 
tionen mit den ihnen entsprechenden Gewichten ist dem- 
nach folgende: 

S= px2 H-p' (x +a — m' )24-p" (x -f-b — m" y + ... 
+ p,x,^ +p/ (x, + a— m/ )2 + p/' (x, +b — m/' )« + •.. 
+ P.,x,/+p,/(x,,+ a— m,,7 + p,/'(x,,+b - m,/y + . . . 
I . . • f 
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Richten wir unsere Aufmerksamkeit nur auf die, von Bediogongs- 
einem Ponkte aus ausgeführten Messungen, so sind die «^^If 3^ 
wahrscheinlichsten Werthe der Correctionen die, welche Art. 
die Summe S zu einem Minimum machen, oder die, für 
welche die partiellen Differentiale 

dS dS dS dS dS dS 



• • • n • ii« • ^ • « • • 



dx' dx/ dx,/ • • • da' db' de 

gleich Null sind. Hieraus werden folgende Gleichungen 
abgeleitet : 

p'm' -+- p"m" + ...== (p H-p' +p" H-. . •) X + 

+ p'.a+p"b+. . . 

p>/+p/'m/'+...= (p,H-p/+p/'H-...)x.+ ^ ^^^ 

+ p/a + p/'b+... 

U. 8. W. 

p'm'+p/m/H-p,/m,/+...=p'x+p/x,+p,/x,,+...] 

+ (p' + P" + P./...)a/ .^, 
p"m" + p/'m/' + p,/'m,/' + . . . = p"x + p/% -U ^^^ 

p,/X+ ...(p- + p/' + p,/'...)b) 

Entwickeln *) wir aus den Gleichungen (1) die Werthe 
von X, X,, x„ und setzen dieselben in die Gleichungen 
(2), so erhalten wir zur Berechnung der wahrscheinlich- 
sten Correctionen a, b, c . . . so viel Gleichungen, als zu 
ihrer Bestimmung nothwendig sind. Alsdann sind die 
gesuchten Correctionen 0^ 0' 0", A^ + a, Bq + b u. s. w. 
Da aber gewöhnlich die Bestimmung jeder Richtung mit 
gleicher Sicherheit ausgeführt wird, so kann man in die- 
sem Falle statt p, p', p" , . . p,, p^f • • • diG Einheit und 



*) Die Gleichungen (1) und (2) können näherungsweise ge- 
löst werden. Man nimmt zuerst z^sO, xb=0 u. s. w.; dann ist 

p'm' + p/m/ + p,/m„' -|- . . . 



aas 

b« 



P'+Pr'+P//+... 



P" + P," + p,/' 4- . . . 
Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (1), so kommt 

_ p* ( m^ >- aQ -f p^^ (m^ — b ^ + . . . 

^~ P + P' + ... " ' "' ^' ^' 
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das Gewicht derjenigen Richtung; welche in irgend einer 
Beobachtungsreihe ausgelassen ist^ gleich Null setzen. 

Aber die Resultate^ zu denen wir auf diese Weise 
gelangen; können nicht als Endresultat angesehen w^- 
deu; da die gesuchten Correctionen ausser den angeführten 
Gleichungen; noch andere Bedingungen, die aus den geo- 
metrischen Eigenschaften der Triangulation hervorgehen; 
entsprechen müssen. 
Bedingungfl- g 59. Die Bedingungsgleichungen der zweiten 

der**zweUen -^^^ gehen daraus hervor, dass die Summe der corrigirten 
Art. Horizontalwinkel A + of; B + ß, C + y von den Drei- 
ecken, deren sphärischer Excess e ist; gleich 180^ -1-e 
sein muss. Berechnet man hieraus 

T=180 + 6 — A — B— C 
so wird 

cc + ß + y = T 
wo a, ß, y die gesuchten Correctionen der aus den Be- 
dingungen abgeleiteten Winkel A, B, C sind. Obgleich 
jedes der geodätischen Dreiecke zu einer ähnlichen Glei- 
chung jRlhrt, so liefern, wenn man auf die Zusammensetzung 
des Dreiecknetzes sieht, nicht alle von einander unab- 
hängige Gleichungen. 

Nehmen wir an, dass die Messung die gegenseitige 
Lage von p Punkten bestimmen soll, so muss man zur 
Darstellung der von ihnen eingeschlossenen Figur, oder 
• Polygons, sie durch p Linien verbinden. Die Stmame aller 
Winkel eines solchen Polygons kann man als bekannt 
annehmen, da sie durch die geometrischen Eigenschaften 
des Polygons bestimmt werden; dadurch bleibt eine Be- 
dingungsgleichung übrig, die durch die Beobachtungen 
der Winkel befriedigt werden muss. Wenn wir ausser 
den p unentbehrlichen Linien, noch eine Linie zwischen 
irgend zwei benachbarten Punkten ziehen, so wird das 
Polygon in zwei Theile getheilt. Die Winkel des einen 
dieser Theile werden eine neue Bedingungsgleichung lie- 
fern; die unabhängig von der frühern ist, der zweite Theil 
der Figur aber; obgleich er zu einer ähnlichen Gleichung 
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fahrt; drückt jedoch keine selbstständige Bedingung aus 
und wird durch die beiden erwähnten Gleichungen be- 
friedigt. Durch die Betrachtung einer jeden überflüssigen 
Linie gelangt man zu einem solchen Ergebniss; wenn 
daher das Netz U überflüssige Linien enthält^ so ergeben 
sich überhaupt U -f- 1 von einander unabhängige Bedin- 
gungsgleichungen. Sind in der geschlossenen , aus p 
Punkten bestehenden Figur 1 Linien gezogen und unter 
diesen 1 — p überflüssige , so erhält man demnach zur 
Ermittelung der Correctionen der gemessenen Winkel 
oder -^Richtungen in Allem 1 — p + 1 Gleichungen der 
zweiten Art. Die kleinste Zahl der Dreiecke^ aus denen 
man eine solche Figur zusammensetzen kann, ist p — 2 
und jedes von ihnen liefert eine selbstständige Bedin- 
gnngsgleichung. Ein Siebeneck z. B. kann man aus nicht 
weniger als 6 Dreiecken zusammensetzen; in diesem Falle 
ist die Zahl der Linien, die die Seiten der Dreiecke bil- 
den, 11; die Zahl der zur Darstellung eines Siebenecks 
unentbehrlichen Linien ist 7; demnach ist die Zahl der 
untereinander unabhängigen Gleichungen 11 — 7 + 1=5, 
welche übereinstimmend mit der oben erwähnten Regel 
ist. Wenn man zwei Punkte in einer andern Ordnung 
als früher durch Linien verbindet, so erhält man zwei 
neue Dreiecke; das eine von diesen giebt eine von den 
frühern unabhängige Gleichung, aber das zweite stellt 
eine Gleichung dar, welche schon in den, aus den an- 
dern Dreiecken gefolgerten Gleichungen enthalten ist. 

§ 60. Die Bedingungsgleichungen der dritten Art Bedingungs- 
erhält man in dem Falle, wenn das geodätische Netz oder gieichungen 
irgend ein Theil desselben so in Dreiecke zerlegt wird, ^^t. 
dasB das erste derselben eine gemeinschaftliche Seite mit 
dem zweiten, das zweite mit dem dritten u. s. w. und 
endUch das letzte (m^) wiederum eine gemeinschaftliche 
Seite mit dem ersten Dreiecke besitzt. Alsdann finden 
wir aus dem in § 47 Gesagten folgende Ausdrücke, die 
zur Bestimmung der Correctionen «', y', a", >'".•• a(™), 
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y(m) der gemessenen Horizontalwinkel A', C, A", C" . . . 
A(jm), C(m) dienen: 

2:log8in/^A(i) — -J-6(i))— Zlogsinto — ■ifi(i)) = N 



Zaii)coig[A(^--Lii)]—£Y{i)cotg(^C{^) — ^ei^)) 



N 



"" 0,43429 sin V" 
In diesen Formeln sind die Correctionen in Secunden aus- 
gedrückt; €', c" . . . 6(m) bezeichnen die sphärischen Ex- 
cesse des 1., 2. . . . m^^» Dreiecks; das Zeichen £ stellt 
die Summe aller ähnlichen Glieder dar, welche über alle 
diese Dreiecke ausgedehnt ist, d. h. wenn man statt des 
Index (i) alle Zahlen von i = 1 bis i = m inclusive nimmt. 
Betrachten wir nunmehr wieviel das Dreiecknetz, 
das zwischen p Punkten eingeschlossen ist, selbstständige 
Bedingungsgleichungen der dritten Art liefern kann. Zwei 
von diesen Punkten bezeichnen die Enden der Basis und 
mit diesen wird der dritte Punkt durch die Messung zweier 
Winkel, oder durch die Richtungen, die von den Enden 
der Basis auf jenen bestimmt werden, verbunden. Die 
Lage jedes folgenden Punktes wird ebenfalls in Bezie- 
hung auf die ihm gegenüberliegende Seite durch zwei 
Winkel oder durch Richtungen bestimmt. Demnach sind 
zur Zusammenstellung des Dreiecknetzes 2(p— 2) Winkel- 
beobachtungen unentbehrlich und die kleinste Zahl von 
Linien, die zu den Seiten der Dreiecke dienen, ist: 
2(p — 2) + l oder 2p — 3. Alsdann kann man die Rich- 
tung jeder Linie, welche, ausser den 2p — 3 erwäluaten 
Linien, irgend zwei Punkte in einer andern Reihenfolge 
als bisher verbindet, berechnen. Wenn aber die berech- 
neten Richtungen wirklich beobachtet sind, so wird, durch 
den Vergleich der Beobachtungen mit den Berechnungen, 
eine Bedingungsgleichung der dritten Art zur Berichti- 
gung der Winkel erhalten. Genau dasselbe kann man 
von der Bestimmung der Richtungen anderer überflüssi- 
ger Linien sagen; wenn daher 1 die Zahl aller Linien ist. 
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von deren Enden aus die Richtungen beobachtet wurden, 
so giebt es zwischen ihnen 1 — (2 p — 3) überflüssige Li- 
nien und die Zahl der selbstständigen Gleichungen ist 
demnach 1 — 2p -f- 3. *) 

§ 61. Die Bedingungsgleichungen der vierteq Art Bedingungs- 
hängen von der Messung der Verificationsbasis ab; ^er vierten 
die Zahl solcher Gleichungen muss um die Einheit klei- ^^* 
ner als die Zahl aller gemessenen Basen sein. Bezeich- 
nen wir durch b die gemessene Länge der ursprünglichen 
Basis, durch 1 die berechnete Länge der Verifications- 
basis und durch q ihre durch unmittelbare Messung ge- 
fundene -Länge, so ist 

j _ b sin (A, — Vg e,) . sin (A,, — V^ e,,) ... sin (An — V3 gp) . 
sin (C, — V3 €,) . sin (C,, — V3 €„) ... sin (Cn — V3 «„) 

wo A,, C,, A„, C,, * . . An, Cn die beobachteten Hori- 
zontalwinkel der n , die Basen b und q verbindenden 
Dreiecke, und e,, €„ . , . €„ die sphärischen- Excesse die- 
ser Dreiecke sind. Zur Ermittelung der Correctionen 
a', y', tt", y" . . . dient die Gleichung 

2i»<«>colg(A<,)-V8e(,))-^y<«cotg(C„,-V3e(.)) = i7*^-^, 



*) Man kann noch auf folgende Weise die Anzahl der von 
einander unabhängigen Bedinguugsgleichungen bestimmen. £s sei 
M die Zahl der verschiedenen beobachteten Kichtungen, 
N die Zahl der Punkte, aus welchen die Richtungen beob- 
achtet wurden, 
P die Zahl der Punkte, wo solche Beobachtungen fehlen; 
dann muss die Zahl aller Bedingungsgleichungen =M— 3N—2P-|-4 
sein. Denn in diesem Falle sind M — N Winkel vorhanden, um aber 
die Lage von N — 2, in Beziehung auf 2 Endpunkte der Basis zu 
bestimmen, wäre es zu diesem Zwecke schon hinreichend 2 N -— 4 
Winkel zu besitzen. Folglich wenn man auf allen Punkten die 
Richtungen genommen hätte, d. h. wenn P=»0 wäre, so müsste 
die Anzahl der Bedingungsgleichungen =M — N — (2N — 4) oder 
M — 3N -f 4 sein. Nun sind aber auf P Punkten keine Beobach- 
tungen vorhanden und ein jeder dieser Punkte wird durch zwei 
Richtungen festgesetzt, demnach muss die Anzahl der Bedingungs- 
gleichungen = M — 3N ~ 2P -f 4 sein. 
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hier werden die Correctionen in Sectinden ausgedrückt^ 

und £ stellt die Summe älmlicher Glieder dar^ die über 

alle Werthe von i, vom ersten bis zum letzten oder n*®° 

Dreiecke ausgedehnt ist. 

Wenn die § 62. Bei einer richtigen Anwendung der Wahr- 

^^^®^^J^'*^ scheinlichkeitsrechnung auf die Berechnung der Triangu- 

nnr aus den laticU; muss man auch noch darauf achten ^ ob die Win- 

Bfchtnmrwrab-1^^1 selbst wirklich beobachtet sind, oder ob nur die 

geleitet sind. Richtungen' der verschiedenen Linien gemessen und aus 

ihnen die Winkel abgeleitet wurden? Im ersten Falle 

werden die Correctionen direct aufgesucht, im zweiten 

aber muss man an Stelle der Winkel A', B', C . . . in 

allen Gleichungen der zweiten, dritten und vierten Art, 

die ihnen gleichen Richtungsunterschiede V^^^ — V^^V 

V(i) — V(2), V(«)— VW . . . substituiren. Die Winkel- 

correctionen «', /?', y', a", /?", y" . . . werden alsdann durch 

entsprechende Unterschiede der Richtungscorrectionen 

y(o) _ yii)^ yd) _ y(2)^ y(2) _ y(o) u. s. w. ' crsctzt. Da- 

durch wird die Zahl der gesuchten Grössen doppelt 
so gross und die Auflösung daher weit schwieriger. 
Die zur wahr- § 63. Sind die Winkel oder nur die Richtungen 

scheiulichsten i t • • x t_a • t_ -j tt»..!! 

Correction er- ^^^ Lmicn gemessen, so untersucht man m beiden J allen 
forderlichen ihre wahrscheinlichen Correctionen nach der allgemeinen 

Bestimmungs- rrn • n j* * o ao • j 

• stücke. Theorie von Gauss, die von uns m § 48 ausemander- 
gesetzt ist. Dazu ist nothwendig: 

1) Die Gewichte p', p", p'" . . . der beobachteten 
Grössen zu bestimmen ; sind alle Winkel oder Richtungen 
unter denselben Umständen und gleich sicher gemessen, 
wie dieses zum grössten Theil geschieht, so kann man das 
Gewicht jedes Winkels oder jeder Richtung gleich der 
Einheit annehmen. 

2) Alle unter einander unabhängige Bedingungsglei- 
chungen, die aus den verschiedenen Eigenschaften der 
Messung hervorgehen, zu bilden. 

3) Mit Sicherheit die Grössen (T, N, q — 1) zu finden, 
welche die Nichtübereinstimmung der gemessenen Werthe 
mit den berechneten angeben. 
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4) Die Gleichungen^ welche zur Ermittelung der Cor- 
rectionen der Winkel und Richtungen dienen ^ in be- 
stimmter Form auszudrücken. 

5) Die Gleichungen aufzustellen (§ 48, IV), die den 
Zusammenhang der Correctionen mit den Coefficienten 
k', k" . . . oder dem den Bedingungsgleichungen Entspre- 
chenden angeben. 

6) Diese Coefficienten durch allmählige Substitution 
zu berechnen, indem man dabei die in § 48 erläuterte 
Methode befolgt. 

7) Darauf die gesuchten Correctionen der Winkel 
oder Richtungen zu bestimmen. 

8) Die mittlem Fehler der Endresultate zu unter- 
suchen. Logarithmen mit 7 Decunalstellen sind nur zu 
den Berechnungen, welche sich auf Nr. 3 beziehen, un- 
entbehrlich; zu allen andern sind Logarithmen von 5 
Stellen genügend. 

Wenn die Zahl der Bedingungsgleichungen, oder die Angenäherte 
Zahl der Unbekannten sehr gross ist, so wird das Er- Lösung, wenn 
mittein der Correctionen sehr beschwerüch; besonders er- Teö^:^,^" 
müdend pflegt das unmittelbare Eliminiren der Coefficien- gieichungen 
ten k', k", k'" ... zu sein. In solchem Falle ist es kannte sehr 
bequemer die Aufgabe nicht direct, sondern durch all- g»"®*» >»*• 
mählige Annäherung zu lösen. Zuerst kann man aus den, 
in jedem einzelnen Punkte angestellten Beobachtungen 
die wahrscheinlichsten Werthe der Winkel und Richtun- 
gen ableiten, die man nur aus Beobachtungen erhalten 
kann, welche sich auf einen Punkt beziehen. Hierauf 
ermittelt man die Correctionen durch eine Gleichung der 
zweiten Art (§ 59), fugt dieselben zu den beobachteten 
Werthen und erhält dadurch Resultate, die hinreichend 
nahe die wahrscheinlichsten sind. Alsdann kann man 
von Neuem die Winkel und Richtungen verbessern, in- 
dem man nur die Bedingungsgleichungen der dritten Art 
benutzt; durch eine solche Berechnung der Correctionen 
werden aber im Allgemeinen einige von den Gleichungen 
der zweiten Art verletzt und daher wird es wieder noth- 
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wendig zu diesen letztern zorückzakehreu und die Cor- 
rectionen so zu verändern^ dass sie auch den Gleichun- 
gen der zweiten Art entsprechen. Hierauf bleibt wie- 
derum zu betrachten übrige ob die auf diese Weise ge- 
fundenen Correctionen jetzt mit den Gleichungen der 
dritten Art übereinstimmend sind? Wenn sich indessen 
eine solche Uebereinstimmung nicht ergiebt^ so verändere 
man mit Hilfe dieser Gleichungen die Correctionen noch- 
mals. Durch ähnliche Prüfungen werden wir, bald die 
einen, bald die andern Gleichungen benutzend, immer 
geringere Aenderungen der Correctionen erhalten, und 
wenn die Rechnungen in gehöriger Ordnung geführt wer- 
den, so gelangen wir in den Bestimmungen der Winkel 
oder Richtungen nach einigen Versuchen zu fast con- 
stanten Zahlen. Auf eben dieselbe Weise kann man in 
Beziehung auf die Bedingungsgleichungen der yierten 
Art verfahren, d. h. wenn man zuerst die Correctionen 
aus den Gleichungen der zweiten Art gefunden hat, be- 
stimmt man die Veränderungen dieser Correctionen, die 
zuerst durch die Gleichungen der vierten Art gefordert 
werden, wonach man von Neuem die Rechnungen corrigirt. 
Wenn in der trigonometrischen Vermessung zu den 
Correctionen der Winkel keine andern Bedingungen exi- 
stiren, als die Gleichungen der zweiten Art, die von der 
Eigenschaft der Winkelsummen jedes Dreiecks , und die 
Gleichungen der dritten Art, die von der Verifica- 
tionsbasis abhängen, so kann man in diesem Falle statt 
der Richtungscorrectionen die Correctionen der Winkel 
selbst berechnen. Befolgt man die im § 46 auseinander- 
gesetzten Regeln, so findet man leicht die Correctionen 
der Winkel, die zusammen allen erwähnten Gleichungen 
genügen. *) 



*) Bei der Berechnung der englischen Gradmessung wurde 
das ganze Netz der Dreiecke in mehrere Theile getheilt, und in 
jedem die Winkel yoUständig ausgeglichen, ohne auf andere Theile 
Bücksicht zu nehmen. Dadurch wurde die Ausgleichungsrechnung 



143 



Einzelne, sich auf die Vermessung beziehende 
^ Angaben. 

§ 63. Es soll die wahrscheinlichste Lage eines Punk-Erste Aufgabe. 
tes gefunden werden, von welchem entweder die Rich- 
tungen der Linien, die von diesem zu vielen bekannten 
Punkten fuhren, gemessen sind, oder die Winkel zwischen 
diesen Linien bestimmt wurden. 

Die Bestimmung eines Punktes durch Messung der 
Richtungen, die von ihm aus zu drei bekannten Punkten 
fuhren, wird in allen Cursen der Geodäsie unter dem 
Namen Potenofsches Problem angeführt und gestattet 
keine Willkühr in der Auflösung. Wenn aber mehr als 
drei Punkte von gegebener Lage beobachtet sind, dann 
kann man die Lage des gesuchten Punktes durch ver- 
schiedene Verbindungen ermittek, indem man die Beob- 
achtungen benutzt, die sich entweder auf den ersten, zwei- 
ten und dritten, oder ersten, zweiten und vierten, oder 
zweiten, dritten und vierten der gegebenen Punkte be- 
ziehen. Das wahrscheinlichste Resultat aus allen Beob- 
achtungen wird dasjenige sein, für welche die Quadrat- 
summe der gemessenen Winkel- oder Richtungscorrectio- 
nen ein Minimum ist. Hiermit übereinstimmend giebt 
Gauss folgende Lösung der von uns aufgestellten Auf- 
gabe (Astr. Nachr. T. 1. Nr. 6. p. 81—86). 

Man beginnt auch hier, wie in andern Aufgaben, mit 
Näherungswerthen. Zu diesem Zwecke wählt man Be- 
obachtungen, welche an drei bekannten Punkten ange- 
stellt wurden, deren Lage am bequemsten fiir die Be- 
stimmung des gesuchten Punktes ist. Die vortheilhafteste 



bedeutend abgekürzt und man hat hieraus sehr nahe richtige Re- 
sultate erhalten, weil die durch die Ausgleichung veranlassten Ver- 
änderungen der Winkel nur auf die Seiten, welche nahe an den 
Spitzen dieser Winkel liegen, einen bemerkbaren Einfluss hatten, 
während dieser Einfluss auf die weitliegenden Seiten unbedeutend 
wird. 
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Lage ist jedoch die^ wenn der gesuchte Punkt im der 
Mitte des Dreiecks liegt ^ das von den ausgewählten be- 
kaniilen Punkten gebildet wird und zugleich im Centnan 
deS; in diesem Dreiecke beschriebenen Kreises. Um den 
Ort des gesuchten Punktes zu berechnen; müssen die 
Coordinaten aller Punkte in Beziehung auf irgend zwei 
zu einander senkrecht stehende Linien; oder auf die Coor- 
dinatenaxen X und Y gefunden werden; wie z. B. in 
Beziehung auf den Meridian und einer von Osten nach 
Westen gehenden Linie. Es mögen a, b; a', b'; a", b" 
. . . die genau bekannten Coordinaten des ersten; zweiten; 
drittel^ u. s. w. der gegebenen Punkte; X; y die ange- 
nähert gefundenen Coordinaten des zu bestimmenden 
Punktes, dx; dy ihre gesuchten Correctionen sein. Die 
Coordinaten a; a'; a'^ . . . x wollen wir als positiv an- 
nehmen; wenn sie von Norden nach Süden; dagegen die 
Coordinaten b, b'; b" . . . y als positiv ; wenn sie von 
Osten nach Westen gehen; ferner mögen v^ v% v" . . . . 
die angenäherten Abstände des zu bestimmenden Punktes 
vom ersten; zweiten, dritten . . . gegebenen Punkte aus- 
drücken; g); g>'; y" . . , die genäherten Werthe der Win- 
kel, welche die Linien r; r', r" . . . mit der Coordinaten- 
axe X bilden; bezeichnen, so ergiebt sich 

^^-^' r=y(a-x)«+(b-y)*=*^=t:? (l) 

WO q) in einem solchen Quadranten genommen wird, dass 
r sich positiv ergiebt. 

Aehnliche Gleichungen erhält man für q>* und r', q>** 
und r" u. s. w. 

Durch die Ungenauigkeit der Coordinaten x und y; 
werden auch die Werthe q> und r; (p' und r'; qp" und r" 
. . .; welche mit Hilfe von x imd y berechnet sind; un- 
genau; bezeichnen wir aber durch dqp; dqp'; dqp" . . . die 
Correctionen der Winkel (p, g)% 9p"; die von dx und dy, 
oder den Correctionen der Coordinaten x und y abhän- 
gen; so erhalten wir die Gleichungen: 
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u. s. w. 

Nimmt man aber dx und dy als sehr klein im Verhält- 
niss zu b— y und a — x an^ so kann man den Unterschied 
zwischen tg(gp4"dqp) und tgq) durch folgende Gleichung, 
in welcher dq) in Secunden ausgedrückt wird, darstellen: 

sin 1" dy — (a — x)dy + (b — y)dx 

cos^qp '. (a — x)^ 

Hieraus wird, wenn man a = — — — r — ;» ß= - ■.,, — i setzt, 

sm 1" . r^^ ' sml" . r^ ' 

d(p = adx + ßAy 
Analoge Ausdrücke ergeben sich für dqp', dgp" u. s. w., 
in welchen man die entsprechenden Coefficienten of' und 
/?', a** und ß'* u. s. w. aus den vorhergehenden Formeln 
bestimmt, indem man a, b und r durch die Grössen a', 
b' und r', a", b" und r" u. s. w. ersetzt. 

Daher sind die richtigen Winkel, welche die Axe X 
mit den Linien r, r', r" bilden 
9 + adx + /9dy, 9)'-[-a'dxH~/?'dy, f/>" + a"dx+/9dy u.s.w. 

Nehmen wir jetzt an, dass mit dem zu bestimmenden Wenn die 
Punkte die Richtungen der verschiedenen, von ihm Richtungen 
ausgehenden Linien gemessen und daraus die Horizontal- sind. 
Winkel h', h", h'" . . . zwischen den Linien r und r', r 
und r", r und r^" u. s. w. abgeleitet seien, alsdann 
stellen die Ausdrücke 

tp + adx + ßdj 

9' — h' + a'dx + ß'dj (3) 

9)" — h" + a"dx + ß'^dj 
u. s. w. 
die Azimuthe der Linie r oder die Winkel zwischen der 
Linie r und der Coordinatenaxe X dar. Wenn die Beob^ 
achtungen keine Fehler enthielten, so würden die vor- 
hergehenden Ausdrücke ein und denselben Werth des 
Azimuths liefern; hiernach giebt ihre Nichtübereinstim- 
mung oder der Unterschied eines dieser Ausdrücke im 

Vergleich mit den andern, Gleichungen zur Bestimmung 

10 
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von dx und dy. In Folge der Beobachtungsfehler wird 
dx und dy verschieden aus je zwei dieser Gleichungen 
bestimmt. Um die wahrscheinlichsten dx und dy zu er- 
halten^ wollen wir zuerst alle Gleichungen (3) vereinigen 
und ihre Summe durch die Zahl der Ausdrücke dividi- 
ren; aus dem auf diese Weise gefundenen arithmetischen 
Mittel berechnen wir jeden der Ausdrücke (3) einzeln und 
machen den Unterschied gleich Null. Dadurch werden 
' viele Gleichungen zur Bestimmung von dx und dy ge- 
bildet; löst man sie nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate ; so erhält man schliesslich die wahrscheinlichsten 
Werthe für dx und dy. 
Wenn die Betrachten wir jetzt den zweiten Fall und nehmen 

Winkel ge- an, dass von dem Pimkte aus, dessen angenäherte Coor- 

messen sind, t, j .j »i-tt»»!. j -t» 

dmaten x und y srnd, nicht die Kichtungen, sondern die 
Winkel selbst gemessen seien. Es mögen y', y", y'" 
. . . wiederum die auf den Horizont reducirten und aus 
den Beobachtungen geAmdenen Winkel zwischen den 
Linien r und r', r' und r", r" und r'" . . . darstellen. Alsdann 
führt jeder von ihnen zu einer der folgenden, zur Er- 
mittelung von dx und dy dienenden Gleichungen: 
g)* -qp -y' 4.(a' _ a)dx + (/?' — /?) dy = 

y"— 9' — y"+(a" — a')dx + (/?" — /S0dy = O 

XL S. W. 

Wenn die Winkel y', y", y'" . . . mit verschiedenena 
Genauigkeitsgrade gemessen sind, so ist durchaus noth- 
wendig, zuerst jede Gleichung mit dem ihr entsprechen- 
den Maasse der Präcession'zu multipliciren, ehe man 
dx und dy nach den aUgemeinen Regeln der Methode 
der kleinsten Quadrate bestimmt. 
Zweite Auf- § ^' ^^^ ähnliche Weise wird folgende Aufgabe 

gäbe. gelöst: „man soll die wahrscheinlichste Lage eines ge- 
wissen Punktes durch Messung solcher Linien, die von 
vielen bekannten Punkten aus zu dem zu bestimmenden 
Punkte fähren, ermitteln." 

Es mögen A, A', A" . . . die gegebenen Punkte sein ; 
M sei der Punkt, dessen Lage man zu finden wünscht; 
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tp, %!)% 1//" . . . sollen die, von A, A', A" . . . aus beoV 
achteten Richtungen der Linien AM, A'M, A"M ... in 
Beziehung auf eine bestimmte Linie, z. B. in Beziehung 
auf AA' darstellen. Die Länge der Seiten AA', A'A", ' 
A"A'" . . . und die zwischen ihnen eingeschlossenen Win- 
kel, werden als genau bekannt vorausgesetzt. Die Lage 
des Punktes M findet man zuerst angenähert. Zu diesem 
Zwecke wählt man von den Dreiecken AMA', AMA", 
A'MA" . . . das bequemste, oder ein solches aus, das bei 
M keinen zu spitzen oder zu stumpfen Winkel bildet ; es 
sei AMA'" ein solches Dreieck; für dasselbe berechnet 
man alsdann den sphärischen Excess und indem man die 
Winkel um Vs ^^^ sphärischen Excesses vermindert, fin- 
det man die Entfemimg AM = r. Aus andern Dreiecken 
erhält man die Länge der Linien A'M = r', A"M = r" 
u. s. w. Stellen wir uns nun zwei sich in A unter rech- 
tem Winkel schneidende Linien vor,^ die die Coordinaten- 
axen X und Y sind, und nehmen die Linien AA' zur 
Axe des Y und die auf derselben senkrecht stehende 
Linie zur Axe der X. Fällt man nun von M aus eine 
Senkrechte auf die Axe X, so wird ein rechtwinkliges 
Dreieck gebildet, dessen Hypothenuse die Linie AM = r 
ist und dessen Katheten die Coordinaten x und y des 
Punktes M sind; berechnen wir hiemach den sphärischen 
Excess und lösen das Dreieck nach der Legendre'schen 
Regel, so finden wir x und y. 

Fällt man hierauf von A', A", A'" . . . Perpendikel 
auf die Axe X, so werden auf ähi^che Weise die Coor- 
dinaten der Punkte A', A", A'" . . . berechnet. Die Co- 
ordinaten des Punktes A sind o und o, in Beziehung auf 
die übrigen Punkte bezeichnen wir durch o und n', n" 
und m", n'" und m'" ... die Coordinaten der Punkte 
A', A", A'" . . . welche den Axen X und Y parallel sind. 

Die Werthe n, n', m', n", m" . . . nehmen wir als 
genau, 'x und y aber als angenähert bekannt an. Um 
ihre wahrscheinliche Correctionen dx und dy zu finden, 
bezeichnen wir die beobachteten Richtungen durch \p, 

10* 
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xp*^ \p** . . . und berechnen dann diese Richtungen zuerst 
mit Hilfe der für x und y angenommenen Werthe. In- 
dem wir durch <jp, q>*y y" . . . die berechneten Rich- 
tungen und diu'ch a*% «'" ... die Winkel bezeichnen^ die 
von den Linien A"M, A'"M . . . mit den von A", A'" . . . 
auf die Axe X gefällten Perpendikeln gebildet werden, 
80 erhalten wir: 

U. 8. W., 

WO ^, ^', ^", ^"' . . . die sphärischen Excesse der Drei- 
ecke sind, zu welchen die Winkel q), q>* ^ cp** — a", 
gf)'" — «'" . . . gehören; die Richtungen oder die Winkel 
cfy q}% gp", (p***y a", «'" . . . werden nach einer Seite, z. B. 
von links nach rechts gezählt. 

Aehnliche Formeln erhält man füi* die Ausdrücke i//, 
t/^', xp** . . . ; nur muss man in dieser statt x und y, 
x + dx und y + dy setzen. Berechnet man diese For- 
meln aus den vorhergehenden und bedenkt, dass xp — g>, 
xp* — qp', xp** — (p** . . . sehr kleine Winkel sind, so findet 
man: 

(xp — q))r sin 1" = cos y dx r— sin qp dy 
(xp* — (p*) T* sin 1 " = cos qp' dx — sin <p* dy l (A) 

lxp**-'(p**) r** sin 1 "=cos {(p**—a**) dx— sin (y" - a**) dy ' 
wo die Unterschiede xp — qp, xp* — (p* u. s. w. in Secun- 
den ausgedrückt sind: 

r = fx2 + y2 r' = /x^ + (y — n')* 

r" = /(x — m'O^ + (y - - n")^ u. s. w. 
Aus den öleichimgen (A) berechnet man dx und dy nach 
der Methode der kleinsten Quadrate; alsdann steUen 
X + dx und y + dx die wahrscheinlichsten Werthe der 
Correctionen des gesuchten Punktes dar. 
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Die wahrscheinlichsten Besiütate aus den trigo- 
nometrischen Nivellements; Fehler dieser 

Resultate. 

§ 65. Der Zweck der trigonometrischen Nivelle- 
ments besteht darin^ aus den beobachteten Zenithdistan- 
zen die Erhebung eines Erdortes über dem andern ab- 
zuleiten. Nehmen wir an^ dass von einem gewissen 
Punkte A aus die Zenithdistanz z der Höhe des Gegen- 
standes B gemessen sei und B von A auf der kürzesten 
Entfernung der Erdoberfläche um den Bogen D abstehe, 
Vobei B der Ejrümmungsradius dieses Bogens sein möge. 
5) sei die, die beiden Enden des Bogens verbindende 
Corde und C der Winkel zwischen den Vertikallinien, 
die durch A und B gehen. Indem man C in Secunden 
und D, D und R in einerlei linearem Maasse ausdrückt, 
erhält man: 

Durch die Strahlenbrechung des Lichtes in den Luft- 
Bchichten von verschiedener Dichte, erscheinen die beob- 
achteten Höhen im Allgemeinen zu hoch. Bezeichnen 
wir durch q die Zahl der, in dieser Strahlenbrechung, 
die man die terrestrische nennt, enthaltenen Secun- 
den, und durch X die gesuchte Höhe des Punktes B über 
A, so wird X durch die Formel 

^^ £)C08(z + g — V^C) 

sin (z -f- ^ -|- C) 
bestimmt. 

Wenn zu derselben Zeit, in welcher von A aus die 
Höhe B beobachtet wird, auch von B aus die Zenith- 
distanz C des Punktes A gemessen wurde und q' die ent- 
sprechende terrestrische Refraction bedeutet, so er- 
giebt sich, indem man z und t auf das Centrum der 
beiden aus A imd B beobachteten Signale reducirt an- 
nimmt: 
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180o + C-~(z + D = ? + ^'- 
In der Geodäsie wird gewöIinUch p = f' = kC angenom- 
men; wo k den sogenannten Coefficienten der ter- 
restrischen Refraction bedeutet. Denmach ist 

^_ g).co8(z + kC — VgC) 
^~ sin(z + kC-C) ^^ 

Die Beobachtungen haben aber gezeigt; dass q von q' 
sehr oft verschieden ist; die Gleichheit kann jedoch in 
sehr günstigen Fällen zum guten Fortgang des Nivelle- 
ments gestattet werden, wenn namentlich die Bilder der, 
durch ein Femrohr beobachteten terrestrischen Gegen- 
stände deutlich und ruhig, nicht aber zitternd erscheinen, 
welches Letztere von der fortwährenden Veränderung in 
dem Dichtigkeitszustande der an der Oberfläche nahen 
Luftschichten abhängt. Diese Veränderlichkeit fuhrt oft 
raschen und unregelmässigen Wechsel der Brechung des 
Lichtstrahls in der Luft hervor und es scheinen daher 
die entfernten Gegenstände bald gehoben, bald erniedrigt 
zu werden, oder gleichsam wallend zu sein*, in solchem 
Falle ist die Refraction so veränderlich, dass es völlig 
unmöglich ist, sie der Rechnung zu unterwerfen. Wenn 
dagegen die Bilder der terrestrischen Gegenstände ruhig 
werden, alsdann nähern sich die Coefficienten der Strah- 
lenbrechimg einem gewissen bestimmten Werthe, der sich 
nur mit der Aenderung des Druckes und der Temperatur 
der Luft, sowie mit der Erhebung des zu beobachtenden 
.* Gegenstandes ändert. Regeln zur Berechnung dieser 
Coefficienten sind von dem berühmten Astronomen W. 
Struve in der Conn. des temps pour Tais 1853 addi- 
tions angegeben worden; man kann die Coefficienten aber 
auch nach den von uns in dem Bulletin de FAcademie 
des Sciences de St. Petersb. 1853 erläuterten Formeln 
finden. 
Drei Ursachen ß 66. Die Fehler des Nivellements hängen im All- 

der Nivelle- *^ 

mentsfehier. gemeinen von drei Ursachen ab: 
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1) von dem Fehler dz in der Messung der Zenith- 
distanz z; 

2) von dem Fehler dk in der Bestimmung des Coef- 
ficienten der Refraction k; 

3) von dem Fehler dD in der angenommenen Ent- 
fernung des Beobachters vom Gipfel der gesuchten Höhe. 

Da die Entfernung der terrestrischen Gegenstände im 
Vergleich mit der Grösse des Erdradius nur als gering 
angesehen werden kann^ so unterscheidet sich die Corde 
D wenig von dem Bogen D, und daher drückt dD, der 
Fehler dieses Bogens, zugleich auch den Fehler der 
Corde !£) aus. 

Bei genauen Nivellements pflegen die Fehler ±dz, 
idk, ihdD stets sehr klein zu sein; ausserdem ist bei 
der Beobachtung terrestrischer Gegenstände der Winkel 
z + kC — V2C nahe 90^ und sein Sinus, sowie der Sinus 
des Winkels z -[- kC — C wird fast der Einheit gleich. 
Wenn man demnach C und dk in Secunden ausdrückt 

und bedenkt, dass Cdk = fi-; — .;, ist, so kann man 

K sm 1" 

den wahrscheinlichen Fehler dX der gefundenen Höhe X 

durch die Formel 



KD* X^ 

D» sin« 1 " dz« + ^, dk« + g^dD« 

ausdrücken. 

Gewöhnlich ist die Entfernung D genau bekannt und 

X« 
dann kann man das Glied ^ dl^^ vernachlässigen. 

Wäre keine andere Fehlerquelle, als die zufälligen 
Beobachtungsfehler vorhanden, so würde der Fehler des 
Nivellements proportional mit D, der Entfernung des 
Beobachters von der zu beobachtenden Höhe, zunehmen; 
wehn dagegen die einzige Ursache der Unrichtigkeiten 
nur in dem Fehler des CoeflScienten der Strahlenbrechung 

D«dk 
bestände, so wäre der Fehler des Nivellements =± -rr- 

d. h. dem Quadrate der Entfernung proportional. Folg- 
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lieh verringert sich mit der Vergrösserung der Fehler des 
Refractionscoefficienten die Zuverlässigkeit der Ni- 
vellirungsresultate weit schneller; als durch Vergrösserung 
der zufälligen Beobachtungsfehler. Demnach muss man 
zur Bestimmung der Zenithdistanzen eine solche Zeit aus- 
wählen, in welcher die terrestrische Refraction am regel- 
mässigsten zu sein pflegt und die Bilder der terrestrischen 
Gegenstände ruhig erscheinen. Während einer solchen 
Zeit kann man den Coefficienten der terrestrischen Re- 
fraction am sichersten aus den entsprechenden und gleich- 
zeitigen Zenithdistanzen auf beiden Punkten, zwischen 
denen man den Niveauunterschied sucht, ableiten. Ist 
es aber unmöglich, solche Messungen vorzunehmen, so 
wählt man den Beobachtungsort in der Mitte zwischen 
der Entfernung der erwähnten Punkte und bestimmt von 
dort aus die Zenithdistanz derselben. Den Coefficienten 
der terrestrischen Refraction kann man nach Struve's 
Angabe dadurch finden, dass man nach der Formel (1) 
die Höhe jedes Punktes über den Beobachtungsort be- 
rechnet und den Unterschied dieser Höhen nimmt, hier- 
durch erhält man den gesuchten Niveauunterschied fast 
unabhängig von dem kleinen Fehler in dem Coefficienten 
der terrestrischen Refraction. 
Niveauunter- § 6^. Wenn der Niveauunterschied zweier Punkte, 

sciiied zweier ^{q yon einander nicht gesehen werden können und 
einander aus ^^^^ ^^ bedeutender Entfernung von einander befinden, 
niciit gesehen ^vi bestimmen verlangt wird , so nimmt man einige da- 
zwischenliegende Punkte und leitet die Erhebung eines 
jeden von. ihnen über den benachbarten, unmittelbar vor- 
hergehenden Punkt, durch theilweises Nivellement ab. 
Die Höhe (X) des Endpunktes über den Anfangspunkt ist 
gleich der Summe Erhebungen des zweiten Punktes über den 
ersten, des dritten über den zweiten u. s. w., endlich des 
letzten über den vorletzten. Nehmen wir an, dass die 
Entfernung dieser Punkte genau bekannt sei, alsdann 
wird das Quadrat des mittlem Fehlers (dX) in der Be- 
stimmung dieser Höhe (X) durch die Formel 



nen. 
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(dX)2 = £ (D\ sin2 1 " dz^ + ^ dk«) 

ausgedrückt, wo H eine Summe ähnlicher Glieder dar- 
stellt, in der man an Stelle Dn, dzn, dkn ihre Bedeutungen, 
die sich auf jedes theilweise Nivellement beziehen, zu 
nehmen hat. 

Setzen wir voraus, dass die Entfernung zwischen dexx 
äussersten Punkten in n gleiche Theile getheilt sei und 
jeder dieser Theile die Länge D habe. Die Zahl der 
theilweisen Nivellements ist gleichfalls n und wenn man 
durch +dz das Mittel aus den Fehlem der Zenithdi- 
stanzmessung, sowie durch +dk das Mittel aus den 
Fehlem der Refractionscoefficienten, die sich auf 
das theilweise Nivellement beziehen, bezeichnet, so erhält 
man im Niveauunterschied der äussersten Punkte den 
mittlem Fehler, dessen Quadrat 

nD2{8in2 1"dz^ + ^Idk2) 

ist. 

Theilt man jeden einzelnen Zwischenraum D in m 
gleiche Theile und vollzu*ht m . n theilweise Nivellements, 
so wird die Entfernung zwischen den benachbarten Punk- 
ten ffleich — , und der Niveauunterschied zwischen den 

^ m 

äussersten Punkten enthält alsdann den mittlem Fehler, 
dessen Quadrat 

^D2(sinn"dz2 + -PJ,, . dR2) ist. 

Hieraus folgt, dass für die Genauigkeit eines zusam- 
mengesetzten Nivellements es zweckmässiger ist, die Ent- 
fernung zwischen den äussersten Punkten in eine grosse 
Anzahl kleiner, als in eine kleine Anzahl grosser Zwi- 
schenräume zu theUen. 

§ 68. Aufgabe : Wenn man von vielen Punkten A, A', Aufgabe. 
A" . . , . aus die Zenithdistanzen eines und desselben 
öipfels M beobachtet und mit Genauigkeit die Entfernun- 
gen D, D', D" . . . dieser Punkte vom Fusse des Gegen- 
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Standes M gemessen hat; und die Erhöhungen a^ a'^ 2J* — 
, der Punkt AA'A" . . . über einem gewissen bestimmten Ni- 
veau (z, B. über dem Niveau des Meeres), sowie die den ge- 
gebenen Grössen a, a', a" . . . entsprechenden Gewichte «, a', 
a^' . . . bekannt sind, so wird die Erhebung (X) des Gripfels 
M' über dem angenommenen Niveau zu finden verlangt. 
Angenäherte ^* einer für die Praxis hinreichenden Annäherung 

Lösung. yf\xdi diese Aufgabe auf folgende Weise gelöst. Zuerst 
berechnet man die Erhöhungen h, h', h" . . . des Gipfels 
M über den Punkten A, A', A" . . . und die Gewichte 
p, p', p" ... dieser Bestimmungen. Für jedes dieser 
Gewichte, z. B. fär p, existirt der Ausdruck 

Q . B 

P= öi 

D2 (sin» 1" dz» 4- Ji dk»)' 

wo Q eine gewisse constante Zahl, die willkührlich für 
den bequemsten Ausdruck der Gewichte ausgewählt ist; 
8 die Zahl der in A über den Gipfel M angestellten Be- 
obachtungen bedeutet; dz und dk die wahrscheinlichen 
Fehler der Zenithdistanz z und des zur Berechnung von 
h angenommenen Kefractionscoefficienten k sind. 
Demnach erhält man folgende Bestimmungen: 



X = a + h mit dem Gewichte q = 



P« 



p+ a 

J^4 



— a' -f h' „ „ „ q' — p^ ^ cf' 

— a -f-n „ „ „ q — p''-j_«' 



u. S. w. 
Hieraus kann man für X den wahrscheinlichen Werth 

(a + h)q + (a^ + hOq^ + (a^^ + h")q^^+»>- 

q + q'-fq"+... 

ableiten. 

Wenn die Fehler der Werthe a, a', a" ... im Ver- 
gleich mit den Fehlern, die man in h, h', h" . . . voraus- 
setzen kann, unbedeutend sind, so entsteht p=q, p'=q' 
u. s. w. 
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Jedem Instrumente entspricht ein besonderer Fehler 
dz der Zenithdistanzen. Für die Müngen'schen Verti- 
kalkreise von Ertel; die mit einem Femrohre von 3Qma- 
liger Vergrösserung und 4 Noniea^ von denen jeder un- 
mittelbar 10'' giebt; versehen sind^ ist jeder Fehler der 
einmal gemessenen Zenithdistanz beinahe 3'' oder 4''^ 
wobei auch die Fehler der Theilung und die Krümmung 
des Rohres mit inbegriffen sind. Die Repshold'schen 
Kreise mit Mikroskopen geben noch kleinere Fehler. 

Viel schwerer ist der Grad der Genauigkeit von den 
zur Berechnung nöthigen Refractionscoefficienten 
zu prüfen. An verschiedenen Orten, zu verschiedenen 
Stunden des Tages und bei verschiedener Witterung pflegt 
die Refraction sehr verschieden zu sein. Wenn die Bil- 
der der beobachteten Gegenstände sich ruhig darstellen 
und die Gegenstände selbst nicht hoch sind, so beträgt 
der Refractionscoefficient ungefähr 0,088 bei einer Queck- 
silberhöhe des Barometers von 2972 ^^^- ^^^ ^^^ ^^^ 
16^ R&ium. der Lufttemperatur. In diesem Falle kann 
man den mittlem Fehler des Refractionscoefficienten dk, 
bei Gegenständen, die sich wenig über die Erdoberfläche 
erheben, gleich 0,015 und bei sehr hohen Gegenständen 
= 0,003 annehmen. Das NiveUement ergiebt sich über- 
haupt genauer, wenn es in gebirgiger Gegend, als in einer 
weiten, ausgedehnten Ebene ausgeführt wird. In Steppen 
bemerkt man bei heiterm Wetter den ruhigen Zustand 
der Bilder zuerst am Morgen, bald naq^i Sonnenaufgang, 
derselbe währt aber nur sehr kurze Zeit; daraufzeigt er 
sich von Neuem in den Nachmittagsstunden und pflegt 
dann anhaltender zu sein. Ueberhaupt werden die Bilder 
gegen Ende des zweiten Drittel der Zeit zwischen Mittag 
und Sonnenuntergang ruhig. Am Morgen geht den ru- 
higen Bildern eine grössere Strahlenbrechung voraus und 
eine kleinere folgt. Daher kann die Charakteristik der 
Büder bis zu einem gewissen Grade zur Wahl der wahr- 
scheinlichen Refractionscoefficienten leiten» Die Beobach- 
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tungen in den kaukasischen Steppen zeigten ^ dass die 
Beobachtung wenig erhöhter Gegenstände, welche nicht 
über 7 Werst entfernt liegen; in den Abendstunden fol- 
gende Werthe ergaben: 
fliräenl. oder zunächst stehenden iRefractions- 

bei Unruhe der Bilder 
für den I. bei geringer Unruhe 

bei ruhigen Bildern . . 
für den ü. bei geringer Unruhe 
fiir den II. bei Unruhe d. Bilder 

Hieraus ersieht man, wie wichtig es fiir die Sicher- 
heit des Nivellements ist, sich bei jeder Beobachtung die 
Beschaffenheit der Bilder aufzuzeichnen ; aber in gleicher 
Weise ist es durchaus nothwendig, sich auch die Tempe- 
ratur der Luft und den Atmosphärendruck anzumerken. 
Der von hohen und entfernten Gipfeln herkommende 
Lichtstrahl ist viel geringeren Veränderungen in seiner 
Strahlenbrechung unterworfen und wenn die Gipfel sich 
klar und ruhig zeigen, so kann man die Refractionscoef- 
ficienten nach den von Struve in der Conn. des temps 
fiirs Jahr 1851 vorgeschlagenen Regeln, bestimmen. 
Genaue Lö- § 69- Um mit Genauigkeit die im § 68 erwähnte 

sung. Aufgabe^ zu lösen, muss man streng die Bedingungen der 
Aufgabe erfüllen. Bezeichnen wir daher, um diese Be- 
dingungen auszudrücken, durch y, y', y" . . • die gesuch 
ten Correctionen der Erhöhungen h, h', h" . . . des Gipfels 
M über den Punkten A, A', A" . . . und nehmen an, dass 
diese Erhöhungen, aus den Beobachtungen, die in A, A', 
A" , . . angestellt wurden, berechnet seien. 

Der Einfachheit wegen wollen wir auch voraussetzen, 
dass die Erhöhungen a, a', a" . . . der Beobachtungsorte 
über ein gewisses bestimmtes Niveau, keinen merklichen 
Fehler enthalten. Alsdann stellt jede der Summen a+h-f-y, 
a' + h'4-y' u. s. w. die richtige Erhöhung des Gipfels 
M über dasselbe bestimmte Niveau dar, und daher ent- 
stehen die Gleichungen: 
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a' — a +h' - h +y' — y' = 

a" — a'H-h" — h' + y" — y' = u. s. w. 

Es mögen dz, dz', dz' . . . die Veränderungen sein, 
die man bei den Winkeln z + kC, z' -+- k'C, z" + k"C" 
. . . machen muss, um statt h, h', h" . . . , h-|-y, h'+y', 
h" + y" ... zu erhalten. Wegen der geringen Grösse 
dieser Veränderungen und der Nähe der Winkel z+kC — V2C7 
z' +k'C' — % C u. 8. w. an 90«, kann man y = D sin 1 " dz, 
y' = D' sin 1" dz', y" = D" sin 1" dz . . . annehmen. 

Wenn man diese Ausdrücke an Stelle von y, y', y" 
. . . in die angeführten Bedingungsgleichungen setzt, so 
erhält man 

a' — a +h' — h +D' sin 1" dz' — D sinl"dz =0 . 
a" — a' + h" — h' + D" sin 1" dz" — D' sin 1" dz' = ^^ 
u. s. w. 

Mit diesen Gleichungen muss man noch die Forderung 
verbinden, dass die Summe S = pdz^ + p'dz'* + p"(Jz"2+ 
... ein Minimum sei, wo dz, dz', dz" . . . die Fehler der 
Winkel z + kC, z' + k'C, z" + k"C"... ausdrücken, 
die bei der Berechnung von h, h', h" angenommen sind. 

Auf diese Weise gelangen wir zu einem System von 
Gleichungen, die mit denen in § 48 betrachteten über- 
einstimmen. Nachdem man mit Hilfe der dort erläuterten 
Methoden die Fehler dz, dz', dz" . . . gefunden hat, be- 
rechnet man y, y', y" . . . und darauf die wahrschein- 
lichen Erhöhungen h + y, h' -f- y', h" -j- y" . . . des Gipfels 
M über den Punkten A, A', A" . . . 

Wenn im trigonometrischen Netze, von der Spitze 
jedes Dreiecks ABC, die entsprechenden Zenithdistanzen 
zweier anderer Spitzen gemessen sind, alsdann werden 
die wahrscheinlichsten Niveauunterschiede dieser Spitzen, 
nach den oben auseinander gesetzten Methoden bestimmt. 
Zunächst muss man aus den entsprechenden Beobachtun- 
gen in A und B, in B und C, in C und A die Erhöhun- 
gen h, h', h" . . . des Punktes B über A, über B und 
A über C finden; ihre gesuchten Correctionen y, y', y" 
• . . müssen dann die Bedingungen 



näherte Auf- 
lösung. 
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h" - h'+y" -y'-h(h' — h-f y''_y)4.(h— h''+y-y'')=0 
befriedigen. 

Aehnliche Gleichungen liefern die andern Dreiecke. 
Die Correctionen der Zenithdistanzen und die wahrschein- 
lichen Erhöhungen h + y, h' + y', h" + y'' werden genau 
so gefunden, wie oben gezeigt wurde. 

Bessersange- § 70. Die hier erwähnte Methode fuhrt zu sehr 

langen Rechnungen und da das Nivellement für die tri- 
gonometrische Vermessung ein Gegenstand von geringerer 
Wichtigkeit ist, so kann man sich statt der strengen Me- 
thoden mit angenäherten Auflösungen begnügen, unter 
welchen eine sehr bequeme und sichere von Bessel vor- 
geschlagen ist (Gradmessung in Ostpreussen § 49. S. 203 
und 2o4). . 

Wir wollen diese Auflösung hier anführen. 

Nehmen wir an, dass von den Punkten A, B, C, 
D . . . aus gegenseitig ihre entsprechenden Zenithdistan- 
zen gemessen und aus solchen Beobachtungen die Er- 
höhungen dieser Punkte ein über dem andern abgeleitet 
seien. 

Wenn nun von irgend einem dieser Punkte, z. B. 
von A auS; die Zenithdistanz des Punktes B zu derselben 
Zeit gefunden wäre, in der aus B die Zenithdistanz des 
Punktes A beobachtet wurde, so kann man mit Hilfe 
solcher Beobachtungen die terrestrische Refraction 
ableiten, und den Niveauunterschied unabhängig von der 
Hypothese über den Werth des Refractionscoefficien- 
ten finden. Wenn aber in A und B, zwar correspon- 
dirende, aber nicht gleichzeitige Beobachtungen von einem 
Punkte zum andern, angestellt sind, so kann man die 
Refractionscoefäcienten nach Struve's Regeln berechnen 
und nachdem man gesondert das Höherliegen des Punktes 
A über B, aus den in A angestellten Beobachtungen, und 
das Tieferliegen des Punktes B unter A, aus den Beob- 
achtungen in B, ermittelt hat, muss man ßir den Niveau- 
unterschied zwischen A und B das Mittel aus den Zahlen 
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nehmen, die das Höherliegen des ersten und das Tiefer- 
liegen des zweiten Punktes angeben. 

Nehmen wir nun an, dass man auf diese Weise zu 
folgenden Bestimmungen gelangt sei, wo das Zeichen -f* 
das Höherliegen und das Zeichen — das Tieferliegen 
bezeichnet: 



der Punkt A ist 

höher 
als B um + a, 
- C - -ha„ 



der Punkt B ist 

höher 
als A um — a, 

- C - +/?,, 



der Punkt C ist 
höher 

als A um — a„ 
- B - -T»„ 
. D - -(- y 



fff 



u. s. w. 
Stellen wir uns jetzt ein solches Niveau vor, dessen 
Lage S über irgend einem bestimmten Niveau, z. B. 
über das Niveau des Meeres, das genaue arithmetische 
Mittel aus den Erhöhtmgen Xa, Xb, Xe . . . Xn über jenes 
bestimmten Niveau darstellt, auf das man alle n Punkte 
A, B, C, D . . . N, von welchen aus die Beobachtungen 
angestellt wurden, bezieht; so ei^ebt sich 

X =S I ^^^'^^^^'^^^'''^ " '^ ' X S l i'^^f'^ßff'^ßm-^ '") 

Xe = S + ^~''^^~^^^"^^^^^"^'"^ U. 8. W. 

n 

Die Unterschiede dieser Ausdrücke geben die be- 
treffenden Erhöhungen der Punkte A, B, C . . . über 
eiaander an. Wenn ausserdem die Erhöhungen einiger 
dieser Punkte über dem Niveau des Meeres, und die Ge- 
wichte solcher Bestimmungen bekannt sind, so findet man 
aus den, diese Punkte betreffenden Ausdrücken den wahr- 
scheinlichen Werth von S und erhält darauf aus den 
andern Ausdrücken die Erhöhungen der übrigen Punkte 
über jenes Niveau. 

§ 71. Der Einfluss der constanten Fehler, die von Vermeidung 
den Fehlern der Instrumente abhängen, wird leicht ver- *^^pehier*'^ 
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mieden^ wenn man das Nivellement aus der Mitte des 
Raumes, der zwischen den Gegenständen liegt; för welche 
der Niveauunterschied gesucht wird, ausfuhrt. Wenn 
aber die betreffende Erhöhung eines Punktes A über 
einem andern B, aus den correspondirenden Zenithdi- 
stanzen, die gleichzeitig aus beiden Punkten bisstimmt 
wurden, abgeleitet werden soll, so muss man zur Ver- 
meidung der gedachten Fehler zwei Beobachtungsreihen 
in umgekehrter Reihenfolge bilden. Zuerst misst ein 
Beobachter von A aus die Zenithdistanz des Punktes B, 
und der andere ermittelt von B aus die Zenithdistanz de» 
Punktes A. Hierauf geht der erste Beobachter mit sei- 
nem Instrumente nach B und der zweite nach A hinüber, 
um von doli; aus die Beobachtungen von Neuem in der- 
selben Weise wie früher anzustellen. Das Mittel aus 
allen Beobachtungen wird dann unabhängig von den Feh- 
lern beider Instrumente sein. 

Es kann sich jedoch ereignen, dass Anfangs- und 
Endpunkt sehr weit von einander entfernt liegen. Dann 
ist es nicht nothwendig zwei Reihen correspondirender 
Beobachtungen aus jedem der benachbarten Punkte ab- 
zuleiten, nur müssen in solchem Falle die Zwischen- 
punkte in gleicher Entfernung von einander gewählt wer- 
den, und auf der ersten Hälfte des Weges zwischen dem 
Anfangs- und Endpunkte, muss ein und derselbe Beob- 
achter mit seinem Instrumente vorn, während der andere 
hinten, auf der folgenden Hälfte dagegen der erste Beob- 
achter hinten, der zweite vom beobachten. Bei einem 
solchen Beobaehtungssysteme ergeben sich in den be- 
treffenden Erhöhungen der Zwischenpunkte über einander 
Fehler, die für die erste Hälfte dieser Punkte positiv, für 
die andere dagegen negativ sein werden und daher sich 
gegenseitig vernichten, so dass sie alsdann keinen Ein- 
fluss auf den Niveauunterschied des Anfangs- und End- 
punktes äussern können. 

Wenn der Anfangs- und Endpunkt des Nivellements 
-in ein und demselben Niveau liegen, z. B. im Niveau des 
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Meeres, so muss ihr Höhenunterschied gleich Null sein. 
Diese Bedingung giebt ein Mittel zur Probe und zur Be- 
richtigung des Nivellements. Es möge t die aus den Be- 
ohachtungen gefundene Erhöhung des Anfangspunktes 
über dem Endpunkte sein ; x', x", x'" . . . x(») sollen die ge- 
suchten Correctionen der berechneten Erhöhung des zweiten 
Punkts über dem ersten, des dritten über dem zweiten 
. . . , des letzten oder nten Punktes über dem vorletzten, 
und p', p", p'" . . . p^"^ die Gewichte dieser Erhöhungen 
bedeuten, setzt man ferner 

Q _ x^x^ , x"x" x^»)x(» > 

p p" p(») ' 

SO erhält man zur Bestimmung der wahrscheinlichsten 
Correctionen zwei Bedingungsgleichungen: 

1) die Summe 2S muss ein Minimum, 

2) x' + x" -h . . . x^«») = — t sein. 

Hieraus ergiebt sich, indem wir p' + p"+ . . . p^"- ==:P 
setzen 

x' — P- t x" — P- 1 y(») — ^ t 

A pl, X pl, ...Ä' — p.t. 

Wenn man diese Correctionen berechnet, so findet 
man leicht die wahrscheinlichen Erhöhungen der ver- 
schiedenen Punkte über dem angenommenen Niveau des 
Anfangs- oder Endpunkts. 

Die Gewichte p', p" . . . stehen im umgekehrten Ver- 
hähniss zu den mittlem Fehlem der theilweisen, dazwi- 
schenliegenden Nivellements und werden, wie im § 68, 
S. 135 gezeigt wurde, bestimmt. 



11 



n. 



PEAKTISCHER THEIL. 
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Praktische Anleitung zur Anwendung der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung auf die Berechnung von Beobachtungen. 



Auflösung vou Aufgaben mit einer unbekannten Grösse. 

1. Wir beabsichtigen hier die Rechnungsregehi der- 
<;eätalt auseinander zu setzen, so dat^K sie ohne vorläuiige 
Kenntniss der Theorie, die im vorhergehenden Theile er- 
klärt ist, benutzt werden können. In Beziehung auf die 
constanten Fehler beschränken wir uns auf einige wenige 
Bemerkungen und werden unsere besondere Aufmerksam- 
keit nur auf die zuföUigen Fehh?r, die bei allen Messungs- 
arten nicht zu vermeiden sind, richten. 

Ueber die Güte der Beobachtungen urtheilt man uaeh 
ihi*em wahrscheinlichen Fehler, oder einem solchen, bei 
welchem man mit gleichem Rechte ebensoviel kleinere 
denn grössere Fehler als den erwähnten, erwarten kann, 
wobei man nur den numerischen Werth der Fehler, nicht 
aber ihre positive oder negative Bedeutung in Betracht 
zieht. 

Eine genau bekannte Grrösse wird tlieils zur Be- 
stimmung aller einzelnen Theile derselben, theils zur 
Untersuchung der Eigenschaften irgend eines zu diesem 
Zwecke angewandten Instruments beobachtet. Der Unter- 
schied zwischen dem wirklichen Werthe einer solchen 
Grösse und dem aus den Beobachtungen abgeleiteten, 
ofifenbart den Fehler derselben. Wemi alle Messungen 
einer gegebenen Grösse unter gleichen Umständen gemacht 
sind und gleiches Zutrauen verdienen, so können ihre 
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wahrscheinlichen Fehler durch eine der folgenden Metho- 
den ermittelt werden. 

1) Man nimmt die Summe der numerischen Werthe 
aller Fehler ohne Rücksicht auf ihr positives oder nega- 
tives Zeichen; diese Summe wird durch die Zahl der 
Fehler dividirt und indem man den Quotienten mit'0,8454 
oder kurz mit 0,85 multiplicirt^ erhält man den wahr- 
scheinlichen Fehler. 

2) Erhebt man jeden einzelnen Fehler ins Quadrat 
und dividirt die Summe aller Fehlerquadrate durch die 
Zahl der Fehler selbst, so giebt der Quotient da« Qua- 
drat des sogenannten mittlem Fehlers; zieht man die 
Quadratwurzel aus, so erhält man den Werth des mitt- 
lem Fehlers und multipliciren wir diesen mit 0,6745 
oder kurz mit %, so findet man den wahrscheinlichen 
Fehler der Beobachtungen. Die zweite MeÜiode ist genauer 
als die erste, aber wenn die Zahl der Beobachtungen 
gross ist, so führen beide Methoden zu gleichen Resultaten. 

Beispiel. Die Summe aller Winkel eines geodäti- 
schen Dreiecks ist 180* + «, wo e den sphärischen Ex- 
cess dieses Dreiecks bedeutet; hiemach giebt der Unter- 
schied zwischen 180* + e und der Summe der beobach- 
teten und auf den Horizont reducirten drei Winkel, den 
Fehler dieser Summe, oder den Fehler des Dreiecks. 
Wenn ähnliche Beobachtungen bei vielen Dreiecken ge- 
macht sind, so können die erwähnten Unterschiede einen 
BegriflF von dem Genauigkeitsgrade der Winkelmessungen 
geben. Auf diese Weise findet man in der englischen 
Gradmessung folgende Fehler der Dreiecke (Monatliche 
Correspondenz von Zach Bd. 23). 
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1) Hier ist die Zahl der Fehler 21 ; die Summe ihrer 

numerischen Werthe =33 . 17; das arithmetische Mittel 

33" .17 
der Fehler = ^ — -^ — ; der wahrscheinliche Fehler eines 

Dreiecks = 0,8454 . 1 = 1" . 34. 

2) Die Summe der Fehlerquadrate = 83 . 77 ; die 
Anzahl der Fehler = 21 ; das Quadrat des mittlem Feh- 
lers = -g j^ = 3 . 99. 

Der mittlere Fehler = ± ]A3 . 99 ; der wahrschein- 
Hche Fehler = + 0,6745 . /3T99 = ± 1" . 35 ; und so- 
mit ergiebt die erste Methode genau dasselbe als die 
zweite. 

Je mehr Beobachtungen sind, desto genauer wird ihr 
wahrscheinlicher Fehler bestimmt; der mittlere Fohler in 
der Ableitung dieses Fehlers wird im Allgemeinen durch 
einen Bruch dargestellt, dessen Zähler der Werth des 
wahrscheinlichen Fehlers selbst ist und dessen Nenner 
die Quadratwurzel . aus der Zahl aller Fehler, mit deren 
Hilfe der wahrscheinliche Fehler ermittelt wurde, enthält. 
In unserm Beispiele ist der wahrscheinliche Fehlei'=i:l ",35; 
die Zahl aller Fehler =21; folglich der mittlere Fehler 

1" 35 

des wahrscheinlichen Fehlevs = i /__ = 0". 29. 

y21 

Die Existenz der constanten Fehler kann durch die 
Vergleichung der Summe aller positiven Fehler mit der 
Summe der numerischen Werthe aller negativen dargo- 
tlian werden. Der Unterschied dieser Summtai dividirt 
durch die Gesammtzahl sowol der positiven als negativen 
Fehler giebt der mittlere Werth der constanten Fehler 
an; ihr Zeichen wird durch das Zeichen der grössern 
Summe bestimmt. Dieses Resultat ist jedoch dann nur 
sicher, wenn der gefundene Werth des constanten Feh- 
lers bedeutend grösser als der mittlere Fehler vom wahr- 
scheinlichen Werthe der zufälligen Fehler ist. In dem 
vorhergehenden Beispiele ist die Summe der positiven 
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Fehler =11 .72, die Summe der negativen =21 -.55, 
die Gesannntzahl aller Feliler == 21 ; folglich ist der mitt- 

, , , ,,. n +11". 72 — 21". 55 ^, .„ 
lere constante l* ehler = ^-^ = 0" . 47. 

Kennt man diesen constanten Fehler, so kann man die 
zufälligen Fehler genauer untersuchen; zu diesem Zwecke 
nniös man aus jedem Fehler den gefundenen Werth des 
constanten Fehlers entfernen und die Summe der Qua- 
drate solcher Unterschiede durch (s — 1) dividiren, wo 
s die Zahl aller positiven und negativen Fehler bedeutet ; 
die Quadratwurzel aus diesem Bruche giebt alsdann den 
mittlem Fehler in der Bestimmung des constanten Feh- 
lers. In unserm Beispiel ist der constante Fehler = 0",47, 
zieht man denselben von den oben erwähnten Fehlern 
jedes Dreiecks ab, so findet man die Summe von den 
Quadraten der Unterschiede = 83 . 35. Da s, oder die 
Anzahl aller Fehler hier gleich der Zahl der Dreiecke 
= 21 ist, so wird hiernach der mittlere Fehler in der 

'83T35_ 

21 X 20 "~ 
±0",44 sein. Und somit ist in unserm Beispiele der 

Fehler in der Bestimmung des constanten Fehlers nahezu 
gleich demselben Werthe (0 . 47) dieses letztern und da- 
her wird die wirkliche Existenz der constanten Fehler 
hier sehr zweifelhaft. 

Wenn alle Winkel mit gleicher Genauigkeit gemes- 
sen smd, so werden die wahrscheinlichen Beobachtungs- 
fehler der einzelnen Dreieckswinkel gefunden, indem man 
den wahrscheinlichen Fehler von der Summe der di'ei 
Winkel durch -y^3 dividirt. Wir fanden, dass ih 1".35 
den wahrscheinlichen Fehler von der Winkelsumme eines 
Dreiecks darstellt; hiernach wird der wahrscheinliche 

1" 35 
Fehler des einzelnen Winkels ± — ^k-=±0". 78 sein. 

Wenn daher allgemein die bekannte Grösse aus n 
gleich gut bestinunten Theilen besteht, und f der wahr- 
scheinliche Fehler von der Summenbestimmung aller Theile 



Bestimmunsj des constanten Fehlers =+ l/_ 
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dieser Summe ist, so kann man in der Messung jedes 

f 

einzelnen Theileß den wahrscheinlichen Fehler —p- be- 

/n 

furchten. 

2. Ist aber die 'gesuchte Grösse unbekannt und aus 
einigen unmittelbaren Messungen von gleicher Güte ab- 
geleitet, so drückt das arithmetische Mittel aus diesen 
Messungen, d. h. die Sunune der aus den Beobachtungen 
gefundenen Werthe, dividirt durch die Zahl der Beobach- 
tungen, den wahrscheinlichsten Werth der gesuchten 
Grösse aus. 

In diesem Falle offenbart jedoch nichts die constan- 
ten Fehler der Beobachtungen und man kann die Fol- 
gerungen nur aus den zufälligen Fehlern ableiten. Zu 
diesem Zwecke berechnet man 5, d*, <J" . . . , die Abwei- 
chungen des mittlem Resultats von jeder einzelnen Be- 
obachtung und wenn m den mittlem, v 'den wahrschein- 
lichen Fehler und s die Anzahl der Beobachtungen be- 
deutet, so ergiebt sich 



in 



= ± 1/ — — _ ^ , V = 0,6745 . m 



Der wahrscheinliche Fehler f des mittlem Endresultats 
au8 allen Messungen ist 

f= ;:-=+o,6745l/SZ±Z!!±IU. 
/« r s.(s-i) 

Die wahrscheinlichen Fehler der Beobachtungen und 
der mittlem Endresultate aus denselben werden noch be- 
quemer, obgleich weniger genau durch die ersten Grade 
der Abweichungen bestimmt. Nehmen wir an, dass s die 
Zahl der gleich guten Beobachtungen ist: fV, (5", . . . (V^^ 
die numerischen Wertho der Abweichungen bedeuten, 
die alle positiv sein mögen, und setzen wir 

i:d = ä' + (J" + <>"' + • . . ^^^^ 

so wird *> 



^) Es mögen a', a" . . . a(=*) die Werthe der gesuchten Grösse 
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der wahrscheinliche Fehler der Beobachtungen 

_ . 8454 Zd 

der wahrsoheinliche Fehler des mittlem Endresul- 

. fi , . 8454 Z5 
tats = t = -— - = ± . — . — . 

•/s ]/T— 1 s 



X sein, die durch die 1., 2. . . . ste Beobachtung gefanden wur- 
den, b\ «''... f(s) die zufalligen Fehler dieser Beobachtungen, 
sodass sich 

X = a' + f', X = a" + 6" . . . X = a(8) + M 
ergeben würde. Setzt man 

Za = a' -f a'' -f . , . a(«), Z£ = £' + 6''+ . . . cW 
so erhalten wir 

^ 2;a , Zc 
X = — + — 

S 8 

subtrahirt man hiervon 

» x = a' + 6S 

80 finden wir 

s f:. s 

und ebenso 

d'' = (S--1) t" -b' — s'*' — . . > £(«) 

U. 8. W. 

Einige von den Beobachtungsfehlern «', b" . . . mögen positiv, 
andere negativ sein, und mit gleichem Rechte kann man erwarten, 
dass die doppelte Summe der Producte '2(t't" + t"t"* + • • 'j s<>- 
wol positiv als negativ sein wird. Bezeichnet man hiernach durch 
6 das Mittel aus den numerischen Werthen der Abweichungen und 
durch e das Mittel aus den numerischen Werthen der Fehler ?', 
a" . . , «(s) , so erhalten wir 

§ß = e . e((s-l) ^ +s- 1) _ ee(.s — 1) 

S* -8 



/"~7~ ~ - --' — ■"■• 
, aber in diesem Falle ist der wahrschein- 
s — 1 

liehe Fehler der einzelnen Beobachtung £ = 0,8454 . e^'Tind der 

wahrscheinliche Fehler des mittlem Endresultats aus s gleich guten 

Beobachtungen f = _L ; folglich 

l/s 

_ 0,8454 . $ 0,8454 . 2Ö 



Y s— 1 ^Y 



s- 
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Beispiel. Mit dem Vertikalkreise eines astronomi- 
schen Theodoliten wurden nahezu Meridianhöhen der 
Gestirne gemessen und folgende Bestimmungen der geo- 
graphischen Breite der kleinen' St. Petersburger Stern- 
warte abgeleitet, wobei der Buchstabe d die Abweichung 
jeder Bestimmung vom mittlem Endresultate . bezeichnet, 
geographische d dd 

Breite . . . == 59« 56' 25". 7 4". 6 21 . 16 

33 . 7 3.4 
30 . 3 . 
35 . 6 5.3 
28 . 7 1.6 
27 .0 
32 



o 

30 .0 
32 .0 



27 

2« 
32 



5 
6 
6 



5 
1 
3 
2 

1 
2 
1 
2 



3 
2 



3 

7 
8 
7 



11 .56 
0.00 

28.09 
2.56 

10.89 



4.84 
0.09 



2 

7 
2 
5 



89 
84 
89 
29 



das mittlere End- 
resultat . . . . = 59« 56' 30". 3 29 . 2 



98 . 10 . . . Summe. 



Hier ist die Summe der Quadrate der Abweichun- 
gen = 98 . 10; die Anzahl der Beobachtungen =8 = 12; 



986 



der mittlere Beobachtungsfehler = +1/ ° ' "-* -= -j- 2". 

oder nahezu = + 3" . ; der wahrscheinliche Fehler 
= + . 6745 X 2" . 986 = + 2" . Ol ; endlich f oder 
der wahrscheinliche Fehler des mittlem Endresultats 
2" . Ol 



= + 



/12 



± 0" . 58. 



Fast dasselbe finden wir, wenn wir mit dem ersten 
Grade rechnen; in unserm Beispiele ist .2<J = 29,2; 8=12; 
und demnach der wahrscheinliche Beobachtungsfehler 
« = 2",156; f= + 0",62. 

3. Den Genauigkeitsgrad irgend einer Bestimmung 
nennt man das Gewicht dieser letztern. Das Gewicht 
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bestimmt mau durch die Anzahl Beobachtungen von be- 
kannter Güte, die mau machen muss, damit das mittlere 
Resultat aus denselben einem solchen wahrscheinlichen 
Fehler unterliegt, der in *der gegebenen Bestimmung ent- 
halten ist. Ueberhaupt ist das Gewicht der Anzahl s 
gleichguter Beobachtungen, aus welchen die gesuchte 
Grösse abgeleitet wurde, direet, und dem Quadrate des 
mittlem oder waln'scheinlichen Fehler v dieser Beobach- 
tungen umgekehrt proportional. 

Wenn der wahrscheinliche Fehler f irgend eines Re- 
sultats gegeben ist, so ist das Gewicht P dem Quadrate 
dieses Fehlers umgekehrt proportional; hiernach kann 
man das Gewicht P so ausdrücken: 

P=— ^ oder P = 7g, 
V- I ^ 

wo der CoelKcient k willkürlich gewählt ist und nui* da- 
von abhängt, was als Einheit des Gewichts angenommen 
wird ; bei der Wahl dieser Einheit hat man hauptsächlich 
die Bequemlichkeit der Rechnung im Auge, jedoch ist es 
nothwendig, dass der Coefficient k bei der Vereinigung 
der verschiedenen Einzelresultate zu einem allgemeinen 
Endresultate constant bleibe. 

Es seien folgende Werthe der Unbekannten x durch 
einzelne Messungen gefunden: 
x=M mit dem Gewichte p und dem wahrscheinl. Fehler f 

x=M' D* f' 

x=M" n" P^ 

^ -^'^ yy yy yy V yy ?> yy - ?? * 

u. s. w. 

so ist die wahrscheinlichste Bestimmung von x 

_ Mp + My + M^y ^ + . . . 

^~ p + p' + p"-f... 
mit dem Gewichte P = p -f- p' + p" -|- . . . vmd dem wahr- 

1 : 

scheinlichen Fehler F = - fpp^ -f f'^p'^ -f- f"2p"2 4- . . . . 

Beispiel I. Nehmen wir an, dass die geographi- 
sche Breite g) eines Ortes aus zwei Beobachtnngsreihen 
gefunden wäre; eine von ihnen wurde mit Hilfe eines 
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Sextanten, die andere aber mit Hilfe des Vertikalkrei- 
ses eines astronomischen Theodoliten abgeleitet und setzen 
fest, dass 

q> = 5P 11' 10" mit dem wahrscheinlichen Fehler + 6"=f 
9) = 51 11 7 „ „ ' „ „ ±2 =f' 

k 
Für die erste Reihe ist das Gewicht p = ^ , für die 

k 
zweite Reihe p'=^; setzen wir k = 36, so wird p= 1 

imd p' = 9; hiernach ist die Avahrscheinlichste Breite 

«? = 5P ll' + ^^^^^"-p^^^ = 51» H' 7".;) 

1 -j— «7 

1 ^- 

mit dem wahrscheinlichen Fehler ± .y] 36 X 1 + 4 X 81 

= + 1" . 9. 

Beispiel U. Durch Messung des Winkels x zwi- 

j^chen terrestrischen Gegenständen fand man: 

x=30« 3' 10" aus 12 Beobacht., deren wahrs. Fehler = ±3" 

x=3'J0 3' 8" „ 8 ,, ' „ „ „ =±5- 

x=300 3M3" „ 1(5 „ , „ „ =±2" 

Bezeichnet man mit p, p', p" die Gewichte des ersten, 

k.l2 k.8 

zweiten und dritten Resultat«, so wird )) = ' , p'=— V^ , 

p" = —^ — ; Hetzt man k = — -j-- , so finden wir p=2r), 

p' = 6, p" = 75. Hieniach wird der wahrscheinlichste 

Werth des Winkels: 

X = 30» 3' + , 10X25 + 8X6+13X7 5 ^ ,^, .^, ^^„ ^^ 

«lio wahrscheinlichen Fehler der ersten , zweiten und 
dritten Beobachtungsreihe sind: 

fsp2 _|_ f'2p'2 _p f >2p//2 = 1 992 . 07 ; p + p' + p" = 106. 
Der wahrscheinliche Fehler der allendlich(Mi Bestimmung 

des Winkels x wird = ± ^ / 1992 ^."07 == ± 0" . 42. 

lUo 
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Wenn man die einzelnen KeBultate zu einem allge- 
meinen Endresultate vereinigen soll, so ist es nothwendig, 
vor Allem darauf zu achten, ob die Beobachtungen keine 
Constanten Fehler enthalten? Zu diesem Zwecke unter- 
suche man die Ursachen der Vferscliiedenheit der einzel- 
nen Resultate und strebe wo möglich diese Resultate von 
den in ihnen enthaltenen Fehlern zu befreien. Sollte 
aber aus Mangel an Daten dieses unthunlich sein, so muss 
man sich wenigstens eine wahrscheinliche Vorstellung vom 
mittlem Werthe der Constanten Fehler bilden, die man 
in den, auf jedes einzelne Resultat der gesuchten Grösse 
bezüglichen Beobachtungen vermuthen kann. Alsdann 
sorge man, dass das Gewicht der einzelnen Bestimntung 

k 
durch die Formel ^^ ^ ausgedrückt werde, wo f der 

I -f- c 

zufällige, und c der constante Fehler dieses Resultats ist. 
Mit der Vergrösserung der Anzahl der Beobachtun- 
gen verringert sich zwar mehr und mehr der Einfiuss 
ihrer zufälligen Fehler, aber die constanten Fehler wer- 
den dadurch nicht beseitigt; nicht selten nähern wir uns 
aber der Wahrheit bedeutender, wenn wir das Mittel 
aus den Resultaten nehmen, die sich auf eine verschie- 
dene Anzahl von Beobachtungen, welche unter verschie- 
denen, einander widersprechenden Umständen abgeleitet 
wurden, gründen, als wenn wir diese Resultate nur in 
Beziehung auf die Zahl der Beobachtungen und ihrer 
zufalligen Fehler verbinden. Wenn zum Beispiel zur Be- 
stimmung der Breite eines Ortes die Meridianhöhen zweier 
Sterne, der eine im Norden, der andere im Süden, beide 
aber in gleicher Entfernung vom Zenith , mit • ein und 
demselben Instrumente gemessen wurden, so ist es vor- 
theilhafter, wenn auch der erste Stfern öfter als der zweite 
beobachtet wurde, aber ihre Declinationen nur genau be- 
kannt sind, fiir die Breite des Orts das Mittel aus den 
Bestimmungen jedes Sterns zu nehmen, als ohne vorläu- 
fige Untersuchung der constanten Fehler, das Gewicht 



175 

der einzelnen Resultate nur proportional der Zahl der 
Höhenbeobachtungen jedes Sternes zu setzen. 

4. In den Gradmessungen und überhaupt bei trigo- 
noiiietrischen Messungen leitet man die geogi'aphische 
Breite der Endpunkte aus Meridianbeobachtungen der 
Zenithdistanzeu der Gestirne ab. Diese Distanzen wer- 
den theils unmittelbar durch Winkelmessinstrumente be- 
stimmt^ theils mit dem Passageninstrimiente aus den 
Durchgängen der Sterne durch den ersten Vertikal 
ermittelt. Um den Einfluss der Fehler in der Declina- 
tion der Sterne auf den gesuchten Breitenunterschied zu 
vermeiden oder zu schwächen, beobachtet man gewöhn- 
lich ein und dieselben Sterne an beiden Enden der Wr- 
messung. Alsdann erhält mau so viel Bestimmungen des 
Breitenunterschiedes als Sterne beobachtet wurden. Zur 
Ermittelung der allendlichen Bestimmung ^us den ein- 
zelnen Kesultaten^ muss man zuerst das Gewicht jedes 
Resultats ausdrücken. Wenn diese Resultate von den 
coustanten Fehlern der Listrumente befreit und alle Mes- 
sungen gleich sicher sind; so kann man das Gewicht 
jeder Beobachtung als Einheit nehmen. Gesetzt; im An- 
fangspunkte der Vermessung seien einige Sterne amal in 
der einen und a'mal in der andern Lage des Instru- 
ments beobachtet und aus den Beobachtungen in der 
ersten Lage das mittlere Resultat a und aus den der 
zweiten das mittlere Resultat a' gefunden worden; auf 
gleiche Weise wollen wir durch ßj ß* und b; b' dasselbe 
tur die Beobachtungen der erwähnten Sterne am End- 
punkte der Vermessung bezeichnen. Fei'ner soll hier 
vorausgesetzt werden; dass die aus den Beobachtungen 
hergeleiteten Resultate a; a'; b; b' von solcher Beschaffen- 
heit seien; wie sie die Beobachtung ergeben würdc; wenn 
die Declination und Rectascension der Sterne durchaus 
unveränderlich wären. In diesem Falle giebt V2 ^''"HVa*'' 
-(V^b + VabO oder V2 a — V, a' - (V,b — V2 b') die 
geographische Breitendifferenz d' mit dem Gewichte 
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p._ 4 

1 11 1" 

Genau ebenso werden die Gewichte p", p'" . . , p^"^ der 
BreitendifFerenzen d", d'" . . . d(»\ die aus den Beobach- 
tungen anderer Sterne gefunden sind, berechnet. Hier- 
nach wii'd die wahrscheinlichste Breitendifferenz D nach 
der Formel 

■ _^ p'dH:^P^d" + . . jp(«)d(") 

p' + p"+ . . .p^"> 
mit dem Gewicht P = p' + p" -f- . . . p^'*) bestimmt. 

Bezeichnet man die Zahl der beobachteten Sterne 

mit n und berechnet 

S = p' (D — d')^ + p" (D — d'O^ + . . . p("^ (D — d(«))^, 

80 wird durch 1/ r_ der mittlere Fehler einer ein- 

rn-1 

zelnen Beobachtung, deren Gewicht man als Einheit nimmt^ 

dargestellt, 1/ 5 jedoch drückt den mittlem P\^li- 

1er des wahrscheinlichsten Werthes von D aus. 

Die zur Berechnung der Gewichte angeführte Regel, 
kann man aber nicht für befriedigend ansehen, weil es 
unmöglich ist, auch bei der sorgftlltigsten Untersuchung 
der Eigenthümlichkeiten des Instruments, den Einfluss 
der Constanten Fehler mit vollständiger Genauigkeit zu 
eliminiren, und daher muss man seine Aufmerksamkeit 
durchaus auf die noch übrig bleibenden Fehler richten. 
Bezeichnen wir durch ±m den zufälligen Fehler einer 
Beobachtung, deren Gewicht als Einheit angenommen 
wird und durch +c den bekannten constanten Fehler, 
welcher als Mittel in den Breitenunterschieden d', d", 
d'" . . . d(°) enthalten ist, da wir aber nicht wissen, wel- 
ches Zeichen + oder — zu diesen Fehlern gehört, so 

m^ 
können wir c^ H för den Ausdruck des mittlem Qua- 

P 
drats der Fehler annehmen, welche in dem, aus den Be- 
obachtungen eines Sterns an beiden Enden der Vermes- 
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sung abgeleiteten Breitenunterschiede enthalten sind. Hier 

4 
ist wie fiüher p == :j — ' — j r . Setzt man 

e*= . m*, so wird dieses Quadrat = m* { H — j ; hiernach 

ist das aus den erwähnten Beobachtungen abgeleitete Ge- 
wicht der Breitendifferenz = ^ — , ^ , während bei der 

1 + 0p 

/Annahme c = das Gewicht =p entstehen würde. Hier-, 
aus ersieht man, dass, je bedeutender der constante Feh- 
ler c ist, desto mehr, müssen die Gewichte der verschie- 
denen Resultate, die auf eine ungleiche Zahl von Beob- 
achtungen gegründet sind, übereinstimmen. 

Den mittlem Werth des constanten Fehlers beurtheilt 
man nach der Nichtübereinstimmung der einzelnen Resultate 
des Breitenunterschiedes, die aus verschiedenen Sternen 
abgeleitet sind. Uebrigens ist der Einfluss der constanten 
Insiinmentalfehler auf das Ermitteln der geographischen 
Breitendifferenz nahe gelegener Orte fast unmerklich, da 
die Zenithabstände der Sterne an einem Beobachtungs- 
orte sich wenig von den Zeuithabständen am andern unter- 
scheiden. Einigen Einfiuss äussern nur die zufalligen 
Theilungsfehler der Winkelmessinstrumente. 

5. Bezeichnen wir mit T eine Function der Grössen 
X, X', X" . . . , die aus den Beobachtungen abgeleitet 
sind und den mittlem Fehler + m, ± m', + m" . . . ent- 
halten, und bestimmen mit Hilfe der gefundenen Grös- 
sen X, X', X" ... die numerischen Werthe der partiellen 
Differenziale dieser Function T in Beziehung auf X, X', 

X" . . . , .die 

3_dT 2,_dT ,,,_dT 
A_^, ^— gx'' ^ — dX^' ^- ^' '^' 
heissen mögen, dann wird der mittlere Fehler z/T, den 
man in dem Werthe, welcher aus den gegebenen Grös- 
sen X, X', X" . . . berechnet ist, befurchten kann, durch 

^T = V i^m^ + A'^m'^ + ;t"^m"^ + . . • 
ausgedrückt. 

12 
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Sind p, p', p" . . . die (iewichte der Grössen X, X', 
X" . . ., so wird das Gewicht P des Wei-thes T nach 
der Formel 

' 1 



,7+:i7+p^ + -- 

bestimmt. 

Beispiel. Von einem gegebenen Erdorte kann man 
das Azimuth eines terresti*ischen Gegenstandes finden, 
indem man zu einer bestimmten Zeit den Horizontalwin- 
kel zwischen diesem Gegenstande un|i dem Sterne^ dessen 
Lage am Himmel genau bekannt ist, bestimmt. Der 
Fehler des gesuchten Azimuths hängt erstens vom be- 
rechneten Azimuthaifehler und zweitens vom Fehler des 
erwähnten Horizontal winkeis ab. Wenn man durch q> 
die geographische Breite des Beobaclitungsortes und durch 
t, d und A den Stunden winkel, die Declination und das 
Azimuth des Gestirnes zur Zeit der Messung des Hori- 
zontalwinkels bezeichnet, so erhalten wir A durch die 
Formel : 

. f . A — ^^^ ^P *S ^ — ^^^ ^ ^^^ ^ 

COti*' i\. • — , - - . 

smt 
Die kleinen in t^ d und g) enthalteneu Fehler dt, drfund 
i\(p fuhren in A den Fehler dA herbei, der durch Diffe- 
rentiation der vorliergehenden Gleichung nach t, d, g> 
und A gefunden wird. Setzt man auf diese Weise 

dA sin^A , ^ , . x cos (J. cos q 

/. = -T-- = -7— TT (cos ff' tff cos t — sin Cp) =r — . - — ^ 

dt sm^ t ' ^ ^ sin z 

d A sin^ A cos <p 

dd sin t . cos^ d 

d A sin- A , . , v , . «^i^i^ A cos z 

,. — = -^- = —.- ^ (sm rp tg ö + CO!^ fp cos t ) = -t-— ,, 

drp sni t ' ^ ^ sm t . cos o 

wo z die Zenitlidistanz des Gestirns, q der parallactische 

Winkel ist, so ergiebt sich 

dA = Adt -h /'drf + ;."d(/). 

Bezeichnet man diu'ch a den Horizontal winkel zwischen 

dem Gestirne und dem terrestrischen Gegenstande, durch a 



)J 



n 
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das Azimuth dieses Gegenstandes, so erhalten wir «=r A+ a 
ofler A — a, jo. nach der Lage des Oogenstandes. 

Wenn + da der mittlere Fehler des Winkels a, + da 

der mittlere Fehler des gesuchten Azimuths a ist, imd 

man idt, ±dd und didcp filr die mittlem Fehler der 

angenommenen Werthe t, d und qn setzt, so ergiebt sich 

da =: ± /A^ dt^ + A'M(J^ + A^'^d^)^ + da^ . 

Im Jahre 1886 wurde am 25. August n. St. in der 
Nähe von Jekaterinograd unter der nördlichen Breite von 
r^ = 48^> 45' 47" und in 2^» 57' 12" östlicher Länge von 
Greenwich, um 5*» 59' 58",73 wahrer Sonnenzeit, der Ho- 
rizontalwinkel zwischen dem Gipfel des Berges Kasbeck 
und der Sonne gemessen. In diesem Falle ist t = 89^ 
r)9' 41", das Azimuth der Sonne von Norden nach We- 
sten gezählt =82<> 12' 52" = A^ folglich ihre Declination 
= 100 43' 29"; hiernach ist A = — 0,68; A' = ~0,73; 
A" = 4-0,13 und der mittlere Fehler im Azimuth des 
Berges 

da = Y(ÖfiSdtY + fO,73"dd]^~+(0,13 dr/))- + da^ 
In unserni Beispiele kann man dt = + 7",5 im Bogen oder 
V, Secunde in Zeit), d(J = ±2", d9) = ±3", da = ±4" 
annehmen, alsdann ist da = 4 (\*^jß6., 

Auflösung voll Aufgaben mit mehreren, unter einander unab- 
hängigen Unbekannten. 

6.. Wir setzen hier voraus, dass durch die Beobach- 
timgen eine grössere Anzahl verschiedener Werthe be- 
stimmt wurde, als zur Berechnung der gesuchten Cfrössen 
unbedingt nothwendig sind und die Beobachtungen ausser- 
dem bereits von den constanten Fehlern befreit sind. 

Grestützt auf die Eigenschaften der Aufgabe selbst, 
muss man sodann vor Allem die Gleichungen aufstellen, 
die den Zusammenhang der gegebenen Grössen V, V, 
V" . . . mit den gesuchten X, Y, Z . . . angeben. Hier- 
auf bestimmt man aus einigen, zu diesem Zwecke be- 
sonders günstigen Beobachtungen, soviel als möglich ge- 

12* 
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iiaue Annäherungswertlie X^, Vq? ^o • • • ^^* ^^^^ geBiichten 
Grrössen, sodass man ihre ( \>iTectionen x, y , z . . . . als 
sehr klein ansehen kann. Wenn man alsdann statt X, 
Y, Z . . . in alle aus den Beobachtungen abgeleiteten 
Gleichungen X^ + x^ Y^ + y, Zo + z . . . setzt, so kann 
man diese Gleichungen in Reihen verwandeln und sich 
in denselben auf den ersten (xrad von x, y, z beschrän- 
ken, indem man die Glieder, welche xy, xz, yz . . . und 
den zweiten, dritten, (Irad u. ». w. von x, y, z . . . ent- 
halten, vernachlässigt. 

Die Anfangsglieder solcher Reihen werden erhalten, 
wenn wir statt X, Y, Z . . ., X^, Y^, Z^ . . . nehmen, 
und wollen diese Glieder in der ersten, zweiten, dritten 
. . . Gleichung durcli Vq, V'^, V"o . . • bezeichnen. In 
Folge der Ungenauigk^it der Grössen X^, Y^, Zq . . . . 
werden Vq, V'^, V'q . . . sieh mehr oder weniger von V, 
V, V" . . . unterscheiden; aber auch der Beobachtungs- 
fehler wegen werden die genauen Werthe V, V, V" . . . 
mit den aus den Beobachtungen gefundenen Werthen 
M, M', M" . . . nicht übereinstimmen. Bezeichnen wii' 
die Beobachtungsfehler durch «, 6', 6" . . . und setzen 
V = M + fi, V' = ]^' + €', V" = M"-|-6" u. s. w., so 
erhalten wir auf diese Weise für jeden der Werthe M, 
M', M" . . . Gleichungen von folgender Form: 

M + 6=:Vo + 2lx + ®y + ez+. . . (1) 

or dV ,^ dV , dV 

wo vi = jV^: , >ö== J^ , ii = j-^ U. S. W. 

dX dY dZ 

Die numerisclien Werthe dieser DifFerentialquotienten 
werden bestimmt, wenn man an Stelle von V, X, Y, Z 
. . . ihre angenähert bekannten Werthe M, X^, Yo, Z^ 
. . . setzt. 

Zur Ermittelung der wahrscheinlichsten Oorrectionen 
X, y, z . . . muss man das Gewicht der Gleichungen, ähn- 
lich wie bei der Gleichung (1) ausdrücken, oder das 
jedem Werthe M, M', M" . . . entsprechende Gewicht be- 
stimmen. Dieses Gewicht kann man als direct propor- 
tional der Zahl der Beobachtungen, aus welchen wir M 
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oder M' oder M" . . . ableiteten, oder luugekeliii; propor- 
tional dem wahrscheinlichen Fehler der einzelnen Beob- 
achtungen ansehen. Wenn nun die mittlem Fehler, die 
man in M, M', M" . . . voraussetzen darf, bekannt sind, 
so kann man das Gewicht derselben irgend einem con- 
stanten Coeflicienten, dividirt durch tlas Quadi*at des ent- 
sprechenden wahrscheinlichen Felilers gleichsetzen. Die 
Quadratwurzel aus der, das Gewicht darstellenden Zahl, 
giebt das Mass der Präcession der Gleichungen, welches 
wir fiir die erste der Gleichungen (1) mit h und fiir die 
andern mit h', h" . . . bezeichnen wollen. Jede Gleichung 
multiplicirt man alsdann mit dem ihr entsprechenden 
Masse der Präcession. Setzt man 

3lh = a, 33h = b, 6h = c u. s. w. 
(Vo — M)h = n; €h = oj 
SU entsteht aus der Gleichung (1) 

w == ax -f- by -|- cz -f* 11 • • • + n . 
Auf ähnliche Weise führen die andern gegebenen Werthe 
M', M" ... zu den Gleichungen : 

CO* = a'x + b'y -|- c'z -1- . . . -f- n' 
w" = a"x + b"y + c"z + . . . + n" 
u. s. w. 
Alle diese Gleichungen, welche gleich genau sind, werden 
Grundgleichungen genannt und dienen zur Berech- 
nung von X, y, z . . . 

In der Astronomie pHegt man nicht selten in die 
Nothwendigkeit versetzt zu werden, Gleichungen mit 6 
Unbekannten zu lösen, und daher woUen wir hier als 
Beispiel die Formeln für diesen Fall erläutern. 

Es mögen x, y, z, w, u, t die gesuchten Grössen 
bedeuten; die allgemeine Form der Gleichungen, aus wel- 
chen diese abgeleitet werden, ist folgende 

CO = ax + by + cz -j- dw -|- eu + ft + ii 
wo a, b, c, d, e, f, n bekannte Zahlen sind. 

Bevor man an die Bestimmung der gesuchten Grös- 
sen geht, muss man sich überzeugen, ob auch die Grund- 
gleiehungen wirklich von einander verschieden sind. Dies 
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ist alsdann der Fall, wenn jede von diesen Gleichungen 
sich auf eine besondere Beobachtung gründet und keine 
von ihnen aus irgend einer Verbindung der andern Glei- 
chungen hervorgeht. Hat man sich hiervon überzeugt, 
so berechnet man die Summe der Quadrate: a, a', a" 
. . . ; b, b', b" . . . u. s. w. bis n, n', n" . . . ; sowie die 
Summe ihrer Producte zu zwei, mit gehöriger Berück- 
sichtigung der ihnen zukommenden Zeichen + oder — . 

Auf diese Weise findet man: 
a»4-a'2+a"2+ . . .=(aa)-, b2+b'2+b"^+ • • • =(bb)u.s.w. 
ab-f-a'b' + a"b"+ . . . = (ab); bc+b'c'+b"c"+ . . . = (bcj 
ac + a'c' +a"c" -j- . . . = (ac) ; bd+b'd'+b"d" + . . . =(bd) 

• •• •••• • 

• •• •••• • 

an+a'n'+ a"n"+ . • - = (an); bn+b'n'+b' V + . . .=(bn) 
Von ähnlicher Bedeutung und auf ähnliche Weise 
gebildet sind die Summen: (cc), (dd), (ee), (fif), (nn), 
(ad), (ae), (af ), (be), (bf), (cd), (ce), (cf), (cn), (de), (df), 
(dn), (ef),^(fn). 

Zur Erleichterung der Berechnung von a^, b^ . . .- . 
dienen Tafeln von Quadratzahlen; diese Tafeln benutzt 
man aber auch zur Berechnung der Producte ab, ac, bc 
. . ., indem man erst die Quadrate von den Summen 
a + b, a + c . . . bildet, woraus alsdann 

ab=V'2 1 [a + b]^— a^— b2 1 , ac=V2 1 [a+c]^— a»— b^ | u. s. w. 
hervorgeht. Diese Rechnungsweise ist von Bessel vor- 
geschlagen worden. 

Nachdem alle die erwähnten Summen gebildet sind, 
werden folgende 6 Gleichungen zur Ermittelung der 6 
wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten x, y, z, w, 
u, t aufgestellt: 

(aa)x + (ab)y + (ac)z + (ad) w + (ae)u + (af ) t+ (an) =0 \ 
(ab)x+ (bb)y +(bc)z+ (bd)w -H (be)u + (bf )t + (bn)=0 
(ac)x + (bc)y + (cc)z + (cd j w -f- (ce)u + (cf )t + (cn) =0\ , 
(ad)x+(bd)y+(cd)z + (dd)w+(cle)u+(df)t+(dn)==or ^ 
(ae)x + (be)y + (ce)z + (de)w + (ee)u + (ef )t + (en) =0 
(af)x -|-(b£)y-h(cf)z +(df)w + (ef)u-f (ff)t+(fii)=0/ 
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Aus der ersten dieser Gleiehuiigeij , oder derjenigen, 
iu welcher man bei x den quadratischen Coefficienten (aa) 
antrifft, bestimmen wir x, setzen diesen Ausdruck in alle 
übrigen Gleichungen und berechnen die neuen (^oefficienten: 

.,.. (ab") , - - ^. , . (aci , , ^ 

^ ^^ ~ (aa) • ' "^^ = •■^^* • ' ) ^'''^^ .~ (aäi " ''''"' ^ ^'■'" ' ^ ' " 

^^''' ~ (aa) • '"''^ = ^^^ ■ ^^ ^""^^ ~ f"S • '^"'^^ "" '*"^ • ^^ 
,, ,, (ab) . , , , . (ac) , 

''*'^' - Sj • ^^> = '^»^ • ') ^■'^^■> - fei • '■''f ' -= •^'*' • ') 

1. N (ab) . ,1 i 

ibn) — — •'.fan) = (bn. 1) . ,ae) , . , ,, 

(aa) I (ee) — j — ; . (ae) = (ei' . 1) 

, (aa) 

/„,!, (ef) — ~J.(afj=-(ef. 1) 

(dd) - i^A> . (ad) = (dd . 1 , ('"') 

(aa) ''•''' ijj^.j 

(ad) „ , ■ '«") - CaT. • *''"^ "" *""" • -"^ 

„If, - '^) . (af, -- (df . 1) ' («•) - J£ • (af) - <*■*■ • 1 ' 
(aa) ^ ' • '.*"v 

(aaj ^'*'^^ 

(nn) — 7 — ,- . (an) -== (nn . 1 ) 
' ^ (aa) 

Alsdann entstehen folgende Gleichungen mit den o Un- 
bekannten y, z, w, u, t: 
'l)b.l)y+(bc.l)z+(bd.l)w + (be.l)u + Cbf. l)t + (bn.l) = 
'l)e.ljy + (cc.l)z + (,cd. l)w + fce . nu+ (cf . l)t + (cn . l) = 
'bd.ljy + (cd.1)z +(dd . 1 jw+(de . l)u +(df . l)t + (dn . 1) -=0 \ (H) 
't^e.l)y+(ce. I)z4-(de .•l)w + (ee . l)u +- (ef . l)t + (en . 1) =0 
. l)y + (cf . l)z + (df . l)wH- (ef . l)u + (ff . .l)t + (fn . 1) =0 

Bestimmen wir y aus der ersten dieser Gleichungen, 
oder aus derjenigen, in welcher y mit dem quadratischen 
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Coefficienten (bb.. 1) verbunden ist, setzen diesen Werth 
in alle übrigen Gleichungen und berechnen die Coeffi- 
cienten : 



(bc 



(bb 
(bc 



(bb 
(bc 



(bb 
(bc 



(bb 
(bc 



(cc . 1) — 

(cd . 1) — 

(ce . 1) — 

(cf . 1)- 

(cn . 1) — 



(dd. 1) — 
(de . 1) - 



(df . 1) _ "" 



(dn . 1) — 



(bb 
(bd 



(bb 
(bd 



(bb. 
(bd 
(bb 
(bd 



(ee . 1) — 
(ef . 1) - 
(en . 1) — 



(bb 
(be 



(bb 
(be 



(bb 

(be 



(ff . 1) 
(fn '. 1) 



(bb 
(bf 



(bb 
(bn 



(nn . 1) — 



(bb 
(bn 



(bb 



1) 



1) 
1) 



1) 

1) 



1) 
1) 



(bc . l) = (cc . 2) 
(bd . l) = (cd . 2) 
(be . l) = (ce . 2) 



^. (bf . l)=(cf . 2) 



1) 



j<: . (bn . l) = (cn . 2) 



1) 



1) 
1) 



- . (bd . l) = (dd . 2) 



1) 



. (be . l) = (de . 2) 



J^. (bd. l) = (df . 2) 



1) 



1) 



. (bn . l) = (dn . 2) 



1) 



1) 
1) 



^ . (be . l) = (ee . 2) 



1) 

1) 



1) 



(bf . l) = (ef . 2) 
(bn . 1) = (en . 2) 



1) 



1) 
1) 



1) 



. (bf . l) = (ff . 2) 
. (bn . l)=(fn . 2) 



1) 



1) 



. (bn . l) = (nn . 2) 
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Hiemach erhält man folgende Gleichungen mit Ami 
4 Unbekannten z, w, u, t: 

(cc.2)z+(cd.2)w + (ce.2)u+(cf.2)t+(cn.2)=0) 
(cd.2)z-f(dd.2)w + (de.2)u + (df.2)t + (dn.2)=o/ 
(ce . 2)z + (de.2)wH-(ee .2)uH-(ef.2)t+(en .2)=0p ^ 
(cf.2)z + {df.2)w + (ef.2)u + (ff.2)t+(fn.2)=0) 

Ermitteln wir nun den Werth von z aus der erbten 
Gleichung, in welcher bei z der quadratische Ooeffici-jut 
(cc . 2) steht, setzen diesen Werth in alle folgenden Glc i- 
chungen und berechnen die Coeflicienten : 

(ee . 2)-J-^^-^ . (ce . 2) = (ee . 3) 

(en . 2) - g-^|) . (en . 2) = (en . 3) 

(^*' • ^) - (Jfly • ^''^ • 2) = (ff- 3) 
(fn . 2) - 1^-1 1- . (cn . 2) = (fn . 3) 

(nn . ^) = [^^^ • (cn . 2) = (nn . d) 

Hieraus entstehen 3 Gleichungen mit den 3 l.'iibe- 
tannten w, u, t: 

(dd . 3)w + (de . 3)u + (df . 3)t + (dn . 3) = . 

(de . 3)w + (ee . 3)u + (ef . 3)t + (en . 3) = j (iV) 

(di- . 3)w + (ef . 3)u + (ff . 3)t + (fn . 3) = '. 
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Sucht man w aus der ersten dieser Gleichungen zu 
bestimmen, in welcher V mit dem quadratischen Coeffi- 
cienten (dd . 3) multiplicirt ist, substituirt diesen Werth 
in die andern Gleichungen, so müssen folgende Coeffi- 
cienten berechnet werden: 

(ee . 3) - 1^^ • gj . (de . 3) = (ee . 4; 

("*■ • •*) - {arr| • ^^*' • ^^ ^ ^"^ • ^^ 

(en . 3) — L ^ ' 3< . (du . 3) = (en . 4) 






(Uli . 3) — [^ J^ • (dn . 3) = (nn . 4) 

Alsdann erhalten wir 2 Gleichungen mit den beiden 
Unbekannten u, t: 

(ee . 4)u + (ef . 4)t -p (en . 4) = ) ,. 

(ef . 4)u + (fr . 4)t + (fn . 4) = j ^ ' 

Bestimmt man endlich u aus der Gleichung, in wel- 
cher, u den quadratischen Coefiicienten (ee . 4) bci^itzt, 
setzt diesen Ausdruck in die zweite Gleichung und b( - 
zeichnet 

(ff .4)- g-^;|. (ef.4) = (ff.5) 
(fn .4)-^^^ . (en.4) = (fh. 5) 
(Uli . 4) — ^ ^" • ^ . (en . 4) = (nu . 5) 

(nn . b) — W^^f . (In . 5) ^ (nn . «,i 

so linden wir 

(ff . 5jt + (tii . ,5) = u { (VI; 
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woraus t = - ,,^ ' J. mit dem Gewichte = Cff ♦ 5) 

(ff . o) 

entsteht. 

Setzt man t in die erste der Gleichungen (V), so 
linden wir u, sodann t und u in die erste der Gleichun- 
gen (IV) gesetzt, giebt w; substituirt man t, u, w in die 
erste Gleichung (III), so finden wir z; die Werthe t, u, 
w, z in die c^rste Gleichung (II) eingesetzt, lassen y be- 
stimmen und endlich durch die Substitution von t, u, w, 
z, y in die erste der Gleichungen (I) erhalten wir x. 
Auf diese Weise werden die wahrscheinlichsten Werthe 
aller gesuchten Grössen gefunden imd nur die Gewichte 
der Werthe von x, y, z, w und u bleiben unbekannt. 

Wenn in einer der folgenden Gruppen 

(bb . 1), (bc . 1), (bd . 1), . . . 

(cc . 2), (cd . 2), (ce . 2), . . . 

(dd . 3), (de . 3), . . . 

u. s. w. 
alle Glieder gleich Null werden, so dient dies als Zeichen, 
dass eine der Grundgleichungen nicht unabhängig, son- 
dern in der andern enthalten sei oder sie widerspricht, 
und es ist daher die Ermittelung der gesuchten Grössen 
aus einem solchen Gleicliungssysteme unmöglich. 

Berechnung der Gewichte. In der letzten Glei- 
chung mit einer Unbekannten, zu der wir nach der er- 
läuterten Methode gelangen, dmckt der Coefficient dieser 
Unbekannten das Gewicht ihres wahrscheinhcheu Werthos 
aus. Um die Gewichte der andern Grössen zu finden, 
muss man nach derselben Methode verfahren, die Substi- 
tution und Elimination aber in einer andern Reih(;nfolge 
ausfüliren. Auf diese Weise wird das (ie wicht der Grösse 
II bestimmt, indem man t aus der zweiten Gleichung (V) 
darstellt und in die erste setzt; berechnet man hierzu die 
Coefficienten ; 

(ee . 4) — 7Yf4) C^^' • **) = (^^ • 5) 
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(en . 4) - 1^^] (fii . 4) = (en . 5) 

80 erhalten wir 

(ee . 5)u + (en . 5) = i) 
woraus u und das dazu gehörige Gewicht = (ee . 5) ge- 
funden wird. 

Stellt man t aus der letzten Gleichung (IV^) dar, 
öubstituirt seinen Werth in die beiden andern und be- 
rechnet die (.^oefficienten 

(dd . 3) - ■^~)- (df . 3) = (dd . 4) 
(de . 3)-^^ (ef . 3) = (de . 4) 
(dn . 3) - ^^^ (fa . 3) = (dn . 4) 
(ee . 3) - -|J-^ (ef . 3) = (ee . 4)' 

(.-n . 3) - ^ J| (in . 3) = (en . 4)' 

so erhalten wir zwei Gleichungen mit den beiden Unbe- 
kannten w und u: 

(dd . 4)w + (de . 4)u + (dn . 4) = 

(de . 4)w + (ee . 4)'u + (en . 4)' = 

Wenn man in gleicher Weise wie bisher verfahrt, und 

(dn.4)-|^, (en.4)' = (dn.5); 

("" • ^^' - (HTtI^ (*^° • ^) = ^'" • ^^ ' 

setzt, so ergiebt sich 

(dd . ö)w + (dn . 5) == 

(ee . 5)u -f- (en . 5) = 
Hieraus wird w mit -dem Gewichte (dd . 5) und u mit* 
dem Gewichte (ee . 5) bestimmt. 
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Diese (iewichte werden bequemer nach folgender 
Formel berechnet; 

Das Grewicht von u ist fee . 5) = '^ — W— v^— - • 

(li . 4)' 

das Gewicht von w ist (dd . 5)= (dd . 3) . , ' J/\oo' V 

^ (ee.3) .(ff.4)' 

wo fff . 4/ = (ff . 3) - ^—^^ (ef . 3). 

Zm* Gewichtsermittelung der Grössen x, y, z, muss 
man die Gleichungen (I) in umgekehrter Ordnung auf- 
Kisen, indem man zuerst den Werth von t aus der letzten 
dieser Gleichungen darstellt und ihn in alle übrigen hin- 
einsetzt. Eliminirt man nach und nach u, w, z, y, so 
gelangen wir endlich zu einer Gleichung in x, und der 
bei X stehende CoeQicient (aa . 5) drückt dann das Ge- 
wicht dieser Grösse aus. Das Gewicht von y ist 

_ (bb . il . (aa . 5) 
(aa . 4) 

Cnd «setzen wir (an . 3) — nriT^Qx (*^ • ^) = (*» • 4V, 

so wird das Gewicht von z = (cc . 3) .^rr— öv— t — -tt:. 

^ (bb.3) . (aa.4)' 

Die Bedeutung der Coefficienten ('aa . 5), (aa . 4), 

(aa . 3); (ab . 3), (bb . 3), (bb . 4) ist aus dem oben 

Gesagten verständlich. 

Zweite Methode die Gewichte zu finden. Es 

mögen — , --, — , ^, p^, -^- die Gewichte der 
aa' ßß yy od Qu ©ö 

wahrscheinlichsten Werthe von x, y, z, w, u, t bezeich- 
nen, und stellen wii* durch (aß), (ay) . . . (<J6), QS) die 
zur Berechnung der Gewichte dienenden Hilfsgrössen dar, 
so erhält man (aa), (ßß) , . . (S&) aus folgenden Syste- 
men von Gleichungen: 
aa)(aa) + (Bh)(aß) + (ac) (ay) + (ad) (ad) + (ae) (ai:) •+- (af) (a@)=l 
m^tß) + {&h)(ßß) 4- (ac) (ßy) + (ad) (ßd) + (aej (ß'C) + (af) {ß&) = 
*'(«/)+ (ab) (/9y) + (ac)(yy) + (ad)(y(J) + (ae) (y^) +{^&{)(y8) = 
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(aa)(«(3l) + (>^h)((i3) + (ac)(yd) + (ad) frfdf; +- (ae) {d'C) + (af ) (d®) = 
(aa)(a:) + (>ih)ißL) + (ac)(yO + M) "O + (a«)(d') + (af )(C0) = 
(aa) («©)+ fiib) (ße) 4-(ac) (^©)+(aclj rrffc» +(ao) (L'e) + (af) (00) = 

(bb . 1) Qiß) r (bc . 1 , ( ^^j 4- (bd . 1 ) (ßd) + (b<- . I ) (,C) + (bf. 1) (ß6}- 
(hh . \)(ßy) + ihc.V(yy) + (hd.l)(yd) + {ho .!)('/:)+ {h{.\)(yß)-. 
(bb . l)(ßS) +{hc.l)(yS) + {hd . l)idd) + {he.l){ÖL) + (h( .l){d0)-. 
< bb . 1) iß-:) + (bc . 1) iy-;) + (bd . 1) (j'O -f- (be . 1 ) (tb 4- (bf . 1) (_;&)-- 
(bb . 1) (f?ej -f- (bo . 1 ) (y 0) + (bd . 1 ) (()'0) + (be . 1) (C0) -l-(bf . 1) (00> 

(oc . 2){yy) + (cd . 2){yd) + (cc . 2)(y:) + (cf . 2) {yS) = 1 
(CO . 2j (yd) + (cd . 2) (öö) + (ce . 2) (d.) + (cf . 2) (<J0) =^ 
(CO . 2) (y-Q + (cd . 2) ((Je) + (ce . 2) (::) + (cf . 2) (c 0) = 
(ec . 2) (y 0) + (cd . 2) (»J 0) -f- (ce . 2) (i' 0) + (cf . 2) ( 0) = 

(dd . a) ((J(J) + (de . 3) ((JL-) + (df . 3) (30) = i 
(dd . 3; ((Je) + (de . 3) (üt) + (df . 3) (^0) = 
(dd.3)((J0) + (de.3)(C0)+(df.3)(00) = O 

(ee . 4) (CQ + (ef . 4) (C@) = 1 

(ee . 4) (CS) + (of . 4) (ß&) = * 

(ff. 5) (00) = 1 ^ 

Hat man (0©) aus der letzten Gleichung gefunden, 
so berechnet man aus den beiden vorhergehenden Glei- 
chungen (lC) und (C©); hierauf bestimmt man aus den 
drei folgenden Gleichungen (dd\ (JiT), (d&) und auf diese 
Weise weiter gehend ermittelt man nach und nach alle 
Grössen (««), (/^/i), (yy), (dd), (CC) und (©0), welche den 
Gewichten von x^ y, z^ w, u, t umgekehrt proportional sind. 

Dritte Methode die Gewichte zu finden. Diese 
Methode ist in dem Falle die bequemste, wenn die Ge- 
wichte von jedem der gesuchten Grössen x, y, z, w, u, 
t einzeln auszudrücken verlangt werden. Zu diesem 
Zwecke berechnet man zunächst die Hilfsgrössen A', B" 
. . . E^' mit Hilfe der Gleichungen: 

(aa j ' ' f aa) ( bb . 1 ) ' 
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(ad) (bd ^) (cd^j ^^ 
(aa) ^ (bb . 1) ^ (cc . 2) ' 

(ae) (be.l) (ce . 2) (de . 3) , 
- (aaj^(bb.J)^ ^^(cc.2)^ +(dd.;i)^ +^ 

(aa) (bb . 1) (cc . 2) (dd . 5) ' 

(bb. 1) (bb . 1) (ce . 2) 

(bb.l)^(cc.2)" ^(dd .3)* ^" 

(bb . 1) (cc . 2) (dd . 3) (ee . 4) 

_ (cd . 2) ,„,, _ (ce . 2) (de . 3) p,„ , 

'"*-(^^T2) + ^ ' * - (cc 72) + (IdTä) ^ +* 

(cc "."2) ^ (dd . 3) ^(ee.4) ^ 

' (,ec . 5) 

Alsdauu erhalten wir 

, , 1 , A'.A', A".A" , A"'.A'" , A'-'.Aiv , A^ .Av 



(aa) ^ (bb . 1) ^ (cc . 2) ' (dd . 3) ' (ee . 4) ^ (ff . ö) 
,.„ 1 - , B" . B" , B'" . B'" , Biv . Biv Bv . B^ 



(bb . 1) ^ (cc . 2) ' (dd . 3) ' (ee .4) ' (ff . 5) 

''''^""(ec . 2) "^ (dd . 3) "^ (ee . 4) "*" " (ff ." 5)"' 
^^. 1 D' v . Piv PV -Pv 

^ (dd. 1^"*" (ee.4) "*" (ff. 5) 

'-''~(ee.4) "^ (ff. 5) 

' fff . ö) 
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Die Gewichte der wahrHcheinliehsteu Werthe von x, 

. . , J 1 1 1 1 1 

y, z, w, u, Bina ^^-^ , ^^^^ , ^^^^ , j^^, ^, -_^. 

Ist die Zahl der Unbekannten grösser als 6, so lassen 
sich leicht, analog dem Vorhergehenden, die Regehi für 
die Bestimmung dieser Unbekannten und ihrer Gewichte 
zusammensetzen. 

Der mittlere Fehler der Gruiidgleichuugen und die wahrschein- 
lichen Werthe der gesuchten Grössen. 

Wenn wir statt x, y . . t . ihre wahrscheinlichsten 
Werthe ^, tj, ^ . . . r in die Grundgleichungen setzen, so 
bestimmen wir dadurch die Abweichungen JL, X\ A" . . . . 
dieser Gleichungen von Null, sodass 

a? + bi; + cC +....+ fzr -|- n = A 

a'^ + b'iy 4- c'^ + + fz:+n'=*=A' 

u. s. w. 
Alsdann erhalten wir dbm, den mittlem Fehler der Grund- 
gleichungen 

r ^i—o^ 

wo ^i die Zahl der Grundgleichungen, ö die Anzahl der 
gesuchten Grössen x, y, z, w, u, t, {kk) = Xk + A'A' -\- 
A"A" -f- . . . = (nn . a) bedeuten. 

Für den Fall von 6 Unbekannten ist (t = 6; (AA) = 
(nn . 6). 

Wenn wir m durch die Quadratwurzel der Gewichte, 
oder durch das Mass der Präcession der Werthe," die aus 
den Beobachtungen zur Aufstellung der ihnen entspre- 
chenden Grundgleichungen abgeleitet sind, dividiren, so 
erhalten wir den mittlem Fehler dieses Werthes. 

Die mittleren Fehler ^x, ^y, Jz, Jw, Jn, Jt, in den 
wahrscheinlichsten Bestimmungen der gesuchten Grössen 
X, y, z, w, u, t sind: 

Jx = m . /(aa) ; z/y = m /(/^/J); ^z = m "jACy/) 

Jw = m . ]/ (ßd) •, z/u = ra /(Cu~) ; z/t = m }"{&&). 



m 
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Probe für die Genauigkeit der Berechnung. 

Wir haben gesehen; dass zur Berechnung der Ge- 
wichte die Auflösung der Grundgleichungen in umgekehr- 
ter Ordnung zu wiederholen nothwendig war; dieses dient 
zugleich als sichere Gontrolle für die Rechnung; denn alle 
Lösungen müssen zu denselben Resultaten fuhren. 
Ein zweite Probe wird uns durch die Bedingung 

(II) = (nn . er) 
gegeben; in der a die Zahl der gesuchten Grössen darstellt. 
Wenn diese Bedingung mit dem Annäherungsgrade; 
den man überhaupt von der zur Rechnung angewandten 
Anzahl Decimalstellen erwarten darf; erfüllt wird; so kann 
man sich auf die Richtigkeit der Rechnung verlassen. 

Eine äfanUche Probe bietet uns die Erfüllung der 
Bedingung: 

{Xl) = (An) = (an) ^ + (bn)i? + . . . + (fh) t + (nn). 
wo I; iy . . . r die gefundenen wahrscheinlichen Werthe 
der gesuchten x, j, z . , . t sind. 

Ausser den Proben des Endresultates ist es ebenso 
nützlich die Rechnung im Einzelnen; in dem Masse; wie 
sie weiter fortschreitet; zu prüfen. Zu diesem Zwecke 
bildet man in jeder Grundgleichung die algebraische 
Summe der bei den Unbekannten X; j; z . . . sich befin- 
denden Coefficienten mit Berücksichtigung ihrer Zeichen. 

Auf diese Weise findet man die Summen: 
a+b+c-+-d+e+f=s; a'+b' + c'4-d' + e'+f'=8'u.s.w. 
an + bn -f- cn -h dn 4- en -f- & = sn; 
a'n' + b V -h cV + d V + e'n' •+• f n' = s'n' u. s. w. 

aa + ab + ac -f- ad -|- ae + af = sa; 
a'a' 4- a'b' + a'c' + a'd' + a'e' + a'f = s'a' u. s. w. 
sn -+- s'n' + s"n'' + . . . = (sn) 
sa + s'a' + s"a" + . . . = (sa) 
Wenn die Rechnungen richtig gemacht sind; so entstehen: 
(an) + (bn)+.. .+(&) = (sn) 1 
(aa) + (ab) + . . . + (fa) = (sa) ( (S) 

(ab)-f-(bb) + ...+(fb) = (8b) j 

13 
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Hat man (bs . l) = (bB) — ^ — ^(as) berechnet und 

auf gleiche Weise (es . 1), (ds . 1) u. s. w. gefunden ^ so 
ermittelt man hierauf (es . 2), (ds . 1) . . . ; (ds . 3), (es . 3% 
(fs . 3); (es . 4), (fe . 4), (fs . 5) nach Formeln, die denen 
ähnlich sind, welche auf S. 183 — 186 angeführt wurden. 
Alsdann dienen zur Untersuchung der Richtigkeit der 
Rechnungen folgende Gleichungen: 

(bs . 1) = (bb . 1) + (bc . 1) + . . . + (bf . 1) 
(es . 1) = (bc . 1) + (cc . 1) + . . . + (cf • 1) 

u. s. w. 
(CS . 2) = (cc . 2) + (cd . 2) -I- . . . + (cf . 2) 
(ds . 2) = (cd . 2) + (dd . 2) + . . . + (df . 2) 
u. s. w. 
(ds . 3) = (dd . 3) + (de . 3) + (df . 3) 
(es . 3) = (de . 3) + (ee . 3) + (ef . 3) 
(fs . 3) = (df . 3) + (ef . 3) + (ff . 3) 
(es . 4) = (ec . 4) + (ef . 4) 
(fs .4) = (ef.4) + (fr.4) 
(fs . 5) = (ff . 5). 
Mit Hilfe dieser Gleichungen wird die Unrichtigkeit 
jedes Coefficienten der gesuchten Grössen in den Glei- 
chungen n, ni, IV, V, VI entdeckt. Aber hiermit wächst 
zugleich die Weitläufigkeit der Rechnungen gewaltig. 
Da aber die Richtigkeit der Auflösung mehr von der 
richtigen Aufstellung der Gleichungen H S. 183 abhängt, 
aus welchen die wahrscheinlichsten Werthe x, y, z . . . t 
abgeleitet werden, so kann man sich bei der Probe nur 
auf die Coefficienten (aa), (ab) • . . (an); (bb), (bc) .... 
(bn); (cc), (cd) . . . (cn); (dd), de) . . . (dn); (ee), (ef), (en), 
(ff), (£q) beschränken. Dazu dienen die Gleichungen (S). 
Zur Lösung der Grundgleichungen benutzt man ge- 
wöhnlich fünfstellige Logarithmentafeln. Die grosse Anzahl 
der Rechnungen jedoch imd die nicht selten vorkommenj 
den grossen Zahlen, können eine gewisse Unsicherheit in 
den Rechnungen veranlassen; daher ist es vortheilhafter 
sechsstellige Logarithmen zu benutzen. 
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Der bequemem Rechnung und bessern Controlle we- 
gen giebt man den Grundgleichungen eine solche Form, 
dass die numerischen Coefficienten^ die sich bei den ge- 
suchten Grössen befinden; Werthe gleicher Ordnung sind. 

Wenn z. B. die Coefficienten a, a', a" . . . von x 
sehr klein im Vergleich mit den Coefficienten der an- 
dern Unbekannten sind, so kann man statt x für den 

X 

gesuchten Werth j nehmen, wo 1 eine hinreichend grosse 
Zahl bedeutet; alsdann werden die Glieder ax, a'x . . . 

XX 

durch die gleichnamigen Glieder al . y, al-y . . . . er- 
setzt. Wenn dagegen die Coefficienten a, a', a'' . . . sehr 
gross sind; so kann man Ix an Stelle von x nehmen und 

statt aX; a'x . . ., -? . Ix, y . Ix . . . einfiihren. 

Im ersten FaUe wird am Ende der Rechnung der 
wahrscheinlichste Werth j, im zweiten Ix bestimmt; wor- 
aus; da man 1 kennt; auch x gefunden wird. 

Erstes Beispiel. 

Der kurzem Rechnung wegen soll hier ein voUstto- 
diges Beispiel; in welchem die Zahl der gesuchten Grössen 
. nicht drei übersteigt; aufgeführt werden. Dieses Beis{4el 
entlehnen wir den Beobachtungen der totalen Son- 
nenfinstemisS; welche sich am ||. Juli 1851 ereignete. 
Da wir nur die Auseinandersetzung der Rechnungsme- 
thoden im Auge haben; beschränken wir uns auf die Be- 
obachtungen der einzelnen Sonnenfinsternissphasen an fünf 
verschiedenen Orten. Eine genaue Berechnung der; bei 
dieser Finsterniss angestellten Beobachtungen, befindet 
sich in der Abhandlung des Prof. Agardh: Oböervatio- 
nes eclipsis solis qua erat die XXVIQ juli MDCCCLI 
calculatae a J. M. Agardh, Reg. Acad. Lundensis Astr. 
Professore Lundae 1853. 

13* 
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Die Beobachtungen totaler Sonnenfinsternisse dienen 
zur geographischen Längenbestimmung und zur Ermitte- 
lung der Fehler in den Monds- und Sonnentafeln. Nach 
der BesseFschen Methode rechnend; die in. Sa witsch 
Anwendung der practischen Astronomie auf die geogra- 
phische Ortsbestimmung p. 339 erläutert ist; gelangte 
Peschurow zu folgenden Gleichungen; in welchen die 
Buchstaben X; j, z das ausdrücken; was Bessel mit 

H 

TtJyCf TtJOy J , -y*) bezeichnet; die CorrectioneU; welche 

von der Ungenauigkeit der Sonnenparallaxe abhängen; 
sind hier vernachlässigt; die Abplattung der Erde ist 
= Vaoo angenommen; e drückt einen constanten Fehler 
aus, welcher von der Ungenauigkeit der Rectascen- 
sionen und Declinationen der Sonne abhängt; die aus 
dem Nautical Almana6 nahe für die Zeit der Finster- 
nissmitte berechnet wurden, und cd ist die östliche Länge 
des Orts von Greenwich. DiC; durch die römischen 
Ziffern I und IV bezeichneten Phasen der Finstemiss 
drücken Anfang und Ende der partiellen Finsterniss auS; 
oder die erste und letzte äussere Berührung der sicht- 
baren Ränder von Sonne und Mond; die Phasen U und 
in dagegen stellen Anfang und Ende der totalen Finster- 
niss dar; oder die erste und letzte innere Berührung. Da 
die innere Berührung im Allgemeinen genauer als die 
äussere beobachtet werden kann, so wird den Beob- 
achtungen der Phasen I und IV das Gewicht V»; den 
Beobachtungen der Phasen I und 11 aber das Gewicht 1 
zugeschrieben. Gestützt auf die in den Astron. Nach- 
richten 1851 — 1852 und in den Monatl. notices gegebe- 
- nen Daten; sind folgende Gleichungen aufgestellt worden: 



*) Astr. Untersuchungen T. 11. 



197 



ttch- 

IBort. 

1 


Phasen 

der 
Finst. 


Ge- 
wicht 

P 


Gleichungen. 


Nr. der 
Gleich. 


Ug8- 


I 

n 
III 

IV 

n 
III 

n 
111 

I 

IV 

I • 

IV 


1 
1 

1 
1 

1 
1 

% 

V« 

V« 
V, 


ß>= 1" 22' 48",54-e 0,163x+ l,731y4- 1,731 z 
47,1 4- e + 0,527 x + 1,801 y — 1,801 z 
44,5 +c— 0,936 X- 1,960 y-f 1,9602 
38,7 4-6 0,184 X 1,732 y 1,732 z 


(I) 

(lU) 

(IV) 


nen- 
irg 


(o' = 1" 19' 29",7 + s 0,225 x + 1,737 y — 1,737 z 
26,2 + e 0,124 X 1,727 y+ 1,727 z 


(V) 

(VI) 


ien- 
iirg 


w"— 0>'48'38",9-f-e 0,616x+l,829y 1,829z 
34,6+« + 0,269 X 1,743 y+ 1,743 z 


(Vll) 
(VIU) 


iBsel 


to'"— 0" 18' 1 9",2 + e — 0,531 x + 1,803 y+ 1,803 z 

8,8+e+0,114x l,726y 1,726z 


(IX) 

(X) 


im- 

urg 


wiv— Oh 40' 44",4+ e — 0,344 x+ l,757y+ 1,757 z 

31,6+« — 0,031 X 1,722 y 1,722 z 


(XI) 
(XU) 



-(D) 



Wenn man für jeden Beobachtungsort eine Gleichung 
von der andern auf die Weise abzieht, dass jede Beob- 
achtung symmetrisch und in gleicher Anzahl yorkomme, 
so erhalten wir 10 Gleichungen mit den Unbekannten 
X, y, z und den entsprechenden Gewichten p', p", p'". 

_V3 



...0=— 0,690 X— 0,070 y+ 3,532 z+ l",4...p' 



Hni) 

I)-(IV) 

-(ni) 

-(IV) 

)-(IV) 

l-(vi) 



V,+l 

1 . 1 



=>/! 



3 



...0=+l,463x+3,761y— 3,761z+ 2",6...p" =j-j-^ =% 

...Ot=— 0,752 X— 0,228 y+ 3,692 z+ 5",8...p"' =i^==V, 

... 0= + 0,773 x+ 3,691 y— 0,229 z+ 4",0...piv =V, 

... 0= +0,021 X + 3,463 y + 3,463 z + 9",8 . . . pv ^tt^—U 



...ft=+0,711x+3,533y— 0,069z + 8",4...pVi =7» 
... 0= —0,101 X + 3,464 y — 3,464 z + 3",5 . . . p^« =V, 
n)-(Vin) . . .0= —0,885 x+ 3,572 y— 3,572 z + 4",3 . . . p^i=V» 
f)-(X) ...0= -0,645 x + 3,529 y+ 3,529 z+10",4...p« =7* 
I)-(Xn) ... 0= —0,313 X + 3,479 y + 3,479 z +12",8 . . . p^ =7^ 
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Jede dieser Gleichungen muss mit der Quadratwur- 
zel des entsprechenden Gewichts ^ oder dem Masse der 
Präcession multiplicirt werden, wodurch man die Grund- 
gleichungen zur Ermittelung von x, y, z erhält. Da es 
aber in der Folge nothwendig ist, jede Grundgleichung 
mit den Coefficienten von x, y, z zu multipliciren, so 
kann auf folgende Weise die Rechnung einfacher gefuhrt 
werden. Bezeichnen wir durch äf, ©, S die Coefficienten von 
X, y, z in einer der vorgelegten Gleichungen, durch N das 
bekannte letzte Glied und durch p das betreffende Gewicht 
der Gleichung, so wird die entsprechende Grundgleichung 

5iyp.x + «/p.y + S/p . z + N/p = 
Genau ebenso werden die andern Gleichungen, auf die 
sich die Bezeichnungen ä', &, 6', N', p'; 21", «", 6" 
u. s. w. beziehen, dargestellt. Setzt man nun 9ly^p==a, 
©yp = b, 6y^p = c, Nyp = n u. s. w., so erhält man 

(aa) = «5lp + 2l'2iy + 9l"»"p" + . . . * 

(ab) = a[«p-f9l'®y + 2l"®"p''+ • • • 
u. s. w. 

Daher ist es unnöthig die gegebenen Gleichungen gleich 
Anfangs mit der Quadratwurzel der ihnen entsprechenden 
Gewichte zu multipliciren, im Gegentheil, es ist besser 
direct die Ausdrücke S131, 21S3, äS u. s. w. zu finden 
und diese dann mit der Gewichtszahl derjenigen Glei- 
chung, auf die diese Ausdrücke sich beziehen, zu multi- 
pliciren. In unserm Beispiel entstehen: 



fBr die Gleich. 


;aa^a« . p 


ab— aSB.p 


ac=3ie . p 


an— «N.p 


bb— 33».p 


1 


! -|-0,15§ 


+ 0,016 


—0,812 


—0,322 


+0,002 


2 


1,070 


+ 2,750 


— 2,750 


+1,902 


7,073 


3 


0,189 


+ 0,057 


0,926 


1,454 


0,017 


4 


0,199' +0,951 


0,059 


+1,030 


4,541 


5 


0,000 + 0,018 + 0,018 


+0,051 


2,998 


6 


0,169 


+ 0,837 


—0,016 


+1,991 


4,160 


7 


0,005 


0,173 


+0,173 


0,175 


6,006 


8 


0,392 


- 0,581 


+ 1,581 


1,903 


6,379 


9 


0,104 


. 0,569 


0,569 


1,677 


3,113 


10 1 


+0,025 


— 0,272 


— 0,272 


—1,001 


+3,026 


Snmma 


(aa)=+2^12 


(ab>=+2,034 


(«>)=— 3,651 


(an)=+ 1,568 


(bb) — 1-37,315 
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{dt die 
Gleich. 


bc=M.p 


bn— 95N . p 


cc=(5S.p 


en=:SN.p 


nn=aNN.p 


1 


—0,082 


- 0,033 


+ 4,160 


+ 1,648 


+ 0,653 


2 


—7.073 


+ 4,889 


+ 7,073 


— 4,889 


3,380 


3 


0,281 


0,441 


4,541 


+ 7,137 


11,213 


4 —0,282 


+ 4,921 


0,017 


0,305 


5,333 


5 


+2,998 


+ 8,484 


2,998 


+ 8,484 


24,010 


6 


—0,081 


+ 9,892 


0,002 


0,193 


23,520 


7 


—6,006 


+ 6,062 


6,006 


6,062 


6,125 


8 


— 6,379 


+ 7,680 


6,379 


— 7,680 


9,245 


9 ' +3,113 


+ 9,175 


3,113 


+ 9,175 


27,040 


10 


+3,026 


+11,132 


3,026 


+11,132 


+40,960 


SnmnM 


(bc)=+ll,047 


(bn)= + 61,761 


(cc)=+37,U6 


(cn)=4-l 8,447 (im)=+161,479 



Hieraus werden folgende Gleichungen zur Berechnung 
der wahrscheinlichsten Werthe x, y, z erhalten: 

+ 2,312x+ 2,034y- 3,631z— 1,558 = j 
+ 2,034 X + 37,315 y — 11,047 z 4- 61,761=0 (X) 
,—3,631x—ll,047y + 37,115z+ 18,447 = } 

Nach den oben (S. 183) erwähnten Formeln finden wir: 

(bb. l; = + 35,526 •(bc.l)=— 7,853; (bn.l)=+ 63,132 
(cc . 1)=+31,612; (cn. 1)=+ 16,000; (nn. 1) =+150,429 
+ 35,526 y— 7,853 z + 63,132 = ) ^ 

— 7,853 y + 31,612 z +16,000 = \ ^ ■^ 

Weiter folgt aus den auf S. 184 angegebenen Formehi: 
(cc . 2) = + 29,876; (cn . 2) = + 29,995 
(nn . 2) = 30,239; (nn . 3) = 8,205 
29,876 z + 29,995 = 0; 

woraus endlich z = — 1,003 mit dem Gewichte == 29,876 

hervorgeht. 

Setzt man statt z seinen Werth in die erste Glei- 
chung ( Y), so ergiebt sich y = — 1 ,989, und ebenso statt 
z und y ihre Werthe in die erste Gleichung (X), so er- 
halten wir x = + 0,858. Substituirt man nun in die 
ursprünglichen Gleichungen statt x, y, z ihre wahrschein- 
lichsten Werthe und bezeichnet die Abweichungen dieser 
Gleichungen mit V, P . . . P , so erhält man: 
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V= — 2",6 ; 1" = + 0",1 ; P" = + 1",9 ; liv = _2",5 ; 
iv= — 0",6; lvi= + 2",03 lvn = _0",l; lvm = 0",0; 
px = — 0",7 ; P = + 2", 1 . Angenommen, es sei A'A' = 
l'l' . p' ; ;i'a" = 1"1" . p" u. s. w., wo p', p" . . . die Ge- 
wichte der Gleichungen sind, auf die sich 1', 1" . . . be- 
ziehen, und da in unserm Beispiele p' = Y3, p" = V2, 

P — 'S; P — /s; P — /4) P — /s; P — /2; 
pVin ::s3 Y^^ pix — . Y^^ px :—= Y4 ist, 80 crgicbt sich hieraus 

(U) = l'k' + V'V + . . . X^ A^ = 8,20. 
Im Allgemeinen muss aber {}X) = (nn . a) sein, wo a die 
Zahl der gesuchten x, y, z . . . ist. In unserm Beispiel 
ist (7 = 3, -dann finden wir (AA) = 8,200 und (nn.3) = 
8,205, somit wird die Bedingung (AA) = (nn . 3) mit hin- 
reichender Genauigkeit befidedigt, so dass man von der 
Richtigkeit der Rechnungen überzeugt sein kann. 

Oben ward bereits das Gewicht des Werthes z ge- 
funden, es bleiben uns jetzt noch die Gewichte von x und 
y zu bestimmen übrig. Zu diesem Zwecke muss man die 
Gleichung (X) in umgekehrter Ordnung lösen, was dann 
zugleich als neue Controlle der Berechnung dient. Man 
muss es jedoch so einrichten, dass eine Gleichung mit einer 
Unbekannten x übrig bleibt; zu diesem Zwecke bestimmen 
wir erst z aus der letzten Gleichung (X) und substituiren 
seinen Werth in die beiden andern; dadurch finden wir : 
(aa.l)'=+ 1,958; (ab . 1) = -|- 0,959; (an. 1) = -f. 0,237 
(bb . l)a = + 34,044 ; (bn . 1)» = 67,223 

34,044 y + 0,959 x + 67,223 = | 

0,959 y + 1,958 x + 0,237 = j ^ ^ ^ 

Bestimmen wir nun y aus der ersten Gleichung (Y^) und 

substituiren seinen Werth in die zweite, so erhalten wir 

(aa . 2) = + 1,931 (an . 2) = — 1,657 ; 

1,931 X — 1,657 = 0. 

Hieraus ist x = + 0",858 mit dem Gewichte 1,931. 

Bestimmt man x aus der zweiten der Gleichungen 
(Y^) und setzt seinen Werth in die erste, oder z aus der 
zweiten der Gleichungen (Z) und substituirt ihn in die 
erste, so finden wir in beidqn Fällen: 
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33,574 y + 67,107 = 0, 
hieraus ist j=z — 1",999 mit dem Gewichte 33,574. 

Demnach wird aus den angeführten Beobachtungen 
j am genausten, schon weniger genau z und am unge- 
nausten X bestimmt. Die Probe der Rechnung besteht aber 
darin, dass die verschiedenen Lösungen der Gleichungen 
zu ein und derselben Bestimmung der Werthe x und j 
fuhren. 

Um die Gewiohte nach der zweiten Methode 

zu berechnen, wollen wir durch ; — r, jir^^ , 7 — r die 

(««) (ßß) iyy) 

Gewichte der wahrscheinlichsten Werthe von x, y, z und 
durch (aß)y (ay), (ßy) die zur Bestimmung der Gewichte 
nöthigen Hilfsgrössen bezeichnen. 

Benutzt man die oben gefundenen Summen (aa), 
(ab) . . . (cc . 2), so erhalten wir nach den auf S. 189 u. 
190 erklärten Formeln 

2,312 (aa) + 2,034 (aß) — 3,63 1 (ay) = 1 

2,312 (a/?) + 2;034 (ßß) — 3,631 (ßy)= 

2,3 1 2 (ay) + 2,034 (ßy) — 3,63 1 (yy) = . 

35,526 (/9/9) — 7,853 (ßy) = 1 

35,526 (ßy) — 7,853 {yy) = 

29,876 (yy) = l 

Hieraus ist (yy) = ^^ ; (ßß) = 0,029784 = gg|^ , 

(««) = 0,51787 = j^. 

Wonach die Gewichte für z, y und x : 29,876; 33,575 
und 1,931 sind, d. h. genau dieselben, die nach der ersten 
Methode gefunden wurden. 

Zur Bestimmung der Gewichte nach der dritten 
Methode bemerken wir, dass fiir den Fall von 3 Un- 
bekannten man nur 3 Hilfsgrössen A', A", B" zu be- 
stimmen braucht; denn die vierte C" ist hier gleich der 
Einheit. Benutzt man wiederum die früher gefundenen 
Werthe der Summen (aa), (ab), (ac), (bb . 1), (bc .1), so 
erhält man nach den Formeln der S. 191: 
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log A' = 9,94436 — 10; log A'' = 0,13861 ; 
logB" =9,34450— 10; C"'=l. 

A = 0,43253 

(aa) 

^'^' =0,02179 ;=:r^ = 0,02815 



(bb.l) ' (bb.l) 

f±^^ = 0,06337 ;^-%, = 0,00164 

(cc . 2) ' (cc . 2) ' 



Summe = (aa>=0,51769 Summe = (ßß) = 0,02979 

1 1 



^^^^ ■" (cc . 2) ~ 29,876 



Nach der frühem Berechnung ist die Quadratsumme 
der Abweichungen =(AA) = 8,20, und das Quadrat der 

mittlem Fehler der Grundgleichungen = m* = -, wo 

/£ die Zahl dieser Gleichungen, a die Anzahl der in ihnen 
enthaltenen Unbekannten bedeutet. In unserm Beispiele 
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ist ^ = 10, er =3; (AA) = 8,20; denmach m2=~-==l, 

und m = ± 1",086. 

Die mittlem Fehler ^x, x/y, Jz, die man in den ge- 
fundenen wahrscheinlichen Werthen von x, y, z voraus- 
setzen kann, sind: 

z/x = m/(aäy = ± 0'^788 ; ^y = m/(^ = ± 0", 1 88 ; 

Jz = m/(^ = ± 0",200. 
Jetzt lassen sich die betreffenden geographischen 
Längen der verschiedenen Beobachtungsorte bestimmen; 
zu diesem Zwecke setzt man in die Ausdrücke der Län- 
gen co', co" . . . statt X, y, z ihre wahrscheinlichen Werthe 
imd findet: 

für Königsberg 
o)' =«= 11» 22' 43",17 4- « Gewicht V« 

44,40 + ^ „ 1 

45,66 + « „ 1 

44,07 + £ „ V, 

d. wahrsch. w' = V 22' 44",56 + « 3 
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für Frauenburg: 
cti" = 1»» 19' 27",77 + € Gewicht 1 

27,82 + e „ 1 



d. wahrsch. w" = P 19' 27"80 + € 2 

für öothenburg: 
«'" = 0»» 48' 36";54 + € Gewicht 1 

36,57 + g ;; 1 

d. wahrsch. w'" = 0»» 48' 36",56 + € 2 

für Brüssel: 
w^v = 0»» 18' 16",94 + € Gewicht V^ 

14,07 + e „ V , 

d. wahrsch. w^Y = 0^ 18' 15",50 + € 1 

für Hamburg 
wv = 0^ 40' 38",84 + e Gewicht V2 

36,74 + € ,, % 

d. wahrsch. w^ = 0^ 40' 37",79 + ß 1 

Den Constanten Fehler «, welcher von der Ungenauigkeit 
der Sonnen- und Mondstafeln abhängt, kann man aus 
den Beobachtungen eines solchen Ortes bestimmen, dessen 
geographische Länge genau bekannt ist. In unserm Bei- 
spiele benutzen wir zu diesem Zwecke die Beobachtun- 
gen in Königsberg, dessen östliche Länge von Greenwich 
= -f 1»» 22' 0" ; hiemach ist 

Ib 22' 0" = 1^ 22' 44"56 + e, 
woraus e = — 44",56 entsteht, und die wahrscheinlich- 
sten Längen der andern Orte östlich von Greenwich sind : 
fiir Frauenburg 1»^ 18'43",2; Gothenburg0^47'51",8 
für Hamburg 0»»39'53",2; Brüssel 0^ 17'30",9. 
Diese Resultate kommen denen sehr nahe, die von 
Prof. Agardh aus der vollständigen Berechnung aller 
ßeobachtungen der Sonnenfinstemiss im Juni 1851 ge- 
fimden sind. 

Zweites Beispiel. 

Eine der gebräuchlichsten Methoden die geographi- 
sche Längendifferenz verschiedener Orte zu ermitteln, be- 
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steht in der Beobachtung der Chronometerstände an die- 
sen Orten und der Uebertragung der Chronometer von 
einem Orte zum andern, öewöhnhch benutzt man einen 
Chronometer zu den astronomischen Beobachtungen und 
vergleicht mit diesem alle andern. Der Stand oder die 
Correction des Chronometers nennt man den Unterschied 
zwischen der Angabe desselben und der entsprechenden 
Stern- oder mittlem Zeit des Beobachtungsortes. Es ist 
hier nicht der Ort die verschiedenen Mittel; welche die 
practische Astronomie zur Bestimmung der Uhrcorrection 
vorschlägt, aufzuzählen, wir bemerken hier nur, dass nicht 
selten selbst die bessern Chronometer auf dem Wege 
einen andern Gang erhalten, als sie in der Ruhe besassen. 
Hat man nun zuerst die Chronometer an einem Orte be- 
richtigt, so muss man sich an den andern Ort begeben, 
an demselben astronomische Beobachtungen ausfuhren, 
dann von Neuem zum ersten Orte^ zurückkehren und dort 
wiederum die Chronometer berichtigen; oder nach den 
Beobachtungen am zweiten Orte sich an einen solchen 
Punkt begeben, dessen Länge in Beziehung auf den er- 
sten Punkt genau bekannt ist und dort die Chronometer 
berichtigen. Dadurch wird der Gang der Chronometer 
während der Fahrten, welche zur genauen Ermittelung 
der Längendifferenz nothwendig sind, bestimmt. 

Sind die Ursachen, welche den richtigen Gang der 
Uhren stören, unbekannt, so sind wir gezwungen die 
Veränderungen in diesem Gange so zu betrachten, als 
wenn sie zufallige Störungen wären, welche bald auf der 
einen bald auf der andern Seite wirken. Bezeichnet man 
durch +x die mittlere Störung in einer bestimmten Zeit- 
einheit (z. B. in einem Tage), so drückt a^i den mittlem» 
Werth von den Quadratsummen der Störungen in t Zeit- 
einheiten aus, die seit der Cori'ection des Chronometers 
verflossen sind, und daher ist der mittlere Fehler des be- 
rechneten Chronometerstandes = + «y^t, das entspre- 
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chende Gewicht jedoch = -y- , d. h. in diesem Falle ist 

das Gewicht umgekehrt proportional der Zwischenzeit t. 

Nehmen wir an, dass in zwei verschiedenen Zeit- 
epochen T und T' an ein und demselben Orte die Chro- 
nometercorrectionen u und u' gefunden wären; ferner 
möge T -}- 1 = T' — t' sein, wo t' die der Epoche T' vor- 
hergehende Zahl von Zeiteinheiten und t die Zahl der 
nach T' verflossenen Zeiteinheiten bedeuten. Wenn wh* 
nun statt den absolut genauen einen constanten Gang m 

u'— — u 
annehmen, so ergiebt sich m = =^^ — ^ , und für die Zeit 

T + 1 oder T' — t' erhalten wir die Chronometercorrec- 
tion x = u + mt mit dem mittlem Fehler +(xy% oder 
X = u' — mt' mit dem mittlem Fehler + ay"t'. Eliminirt 
man hieraus m, so finden wir 
ut' — u't 



mit dem mittlem Fehler + 



"KtTt^- 



t'+t 

Einige Chronometer verändern längere Zeit hindurch 
ihren Gang nur in einer bestimmten Weise, in solchem 
Falle begnügt man sich grössten Theils mit der Annahme, 
dass der Gang gleichmässig wächst oder abnimmt. Es 
möge fi das tägliche Nachbleiben des Chronometers zu 
Anfange einer gewissen Zeit T darstellen, wenn aus den 
Beobachtungen die Correction dieses Chronometers u ab- 
geleitet ist; femer soll 2ß die tägliche Vergrösserung die- 
ses Nachbleibens und u' die, gleichfalls aus den Beob- 
achtungen gefundene Correction zur Zeit T' bedeuten. 
Alsdann ist für die Zeit T' die Correction 

u' = u + iu(T' — T) + /?(T' — T)2. 

Weiss man jedoch nicht, dass der Gang des Chro- 
nometers sich regelmässig in gleicher Weise ändert, so 

u' — u 
wird derselbe gleich dem mittlem Gange m = ^^ 7p 

= /it + /9(T' — T) angenonunen, und wir erhalten, nach- 
dem die Correction des Chronometers x für die Zeit, die 
in t Tagen auf T folgt, oder in t' Tagen der Zeit T 



ii 
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vorhergeht, berechnet worden ist 

x = u + mt = u + |ut + /9(t' + t).t 
während die genaue Correction u + /tt + /yt^ sein müsste. 
Somit ist in diesem Falle der Fehler der berechneten 
Correction /?t . t'; ist aber t = t', d. h. in der Mitte des 
Zeitraumes zwischen den Epochen T und T', so wird der 
Fehler gleich ßiK 

Die Unmöglichkeit, eine vollständige Compensation 
bei der Construction der abprobirten Unruh zu erreichen, 
ist eine der Hauptursachen, weshalb der Gang des Chro- 
nometers in der Wärme und in der Kälte verschieden 
ist. Die auf dem Nicol ansehen Centralobservatorium in 
Pulkowa ausgeführten Versuche haben gezeigt, dass zwi- 
schen den Temperaturgrenzen + 5^ ^^d + 25® R., die 
sich bei den chronometrischen Längenbestimmungen ge- 
wöhnlich ergeben, man mit hinreichender Annäherung 
den Gang der Chronometer durch folgende Gleichung *) 
ausdrücken kann: 

m + k(T — T) + q(t — T/ — n = 
wo m den mittlem Gang bei der Temperatur T, n den 
Gang bei einer andern Temperatur t bezeichnet, während 
k und q Coefficienten sind, die aus den Versuchen be- 
stimmt sein müssen. Die Schwierigkeit hinreichend oft 
die Temperaturveränderung an dem Orte zu beobachten, 
wo die Chronometer aufbewahrt werden, veranlasste die 
Astronomen des Centralobservatoriums statt der angege- 
benen Temperatur, ein anderes viel besseres Mittel zur 
Bestimmung der Temperaturwirkung auf den Gang der 
Uhren zu benutzen. Zu diesem Zwecke wird ein gutes 
Chronometer ohne Compensation benutzt, dessen Richtig- 
keit sorgfaltig untersucht wurde als es noch mit einer 
compensirten Balance versehen war. Diese compensirte 
Balance vertauscht man alsdann mit einer einfachen ku- 



*) MopcKou CöopHincL März 1856: Untersuchangeu über die 
Compensation der Chronometer des hydrographischen Departements 
von 0. W. Struve. 
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pfemen Balance von einerlei Dimension und gleichem Ge- 
wicht. Die Summe aller Einflüsse der Temperaturver- 
änderungen auf ein solches Chronometer werden durch 
Veränderungen seines Ganges an den Tag gebracht. 

Wenn hiemach das Chronometer ohne Compensation 
mit compensirten Chronometern verglichen und der Stand 
eines dieser letztem durch astronomische Beobachtungen 
bestimmt wurde, so wird dadurch der Gang des Chrono- 
meters ohne Compensation ebenfalls bekannt und dient 
zur Bestimmimg der Wärmewirkung auf die andern Chro- 
nometer. Es möge bei der Temperatur t das Chrono- 
meter ohne Compensation den täglichen Gang fi besitzen 
und es sei T die Temperatur, bei welchem der Gang 
desselben gleich Null ist, sodass alsdann dieses Chrono- 
meter genau nach mittlerer Zeit geht. Die im Tempera- 
turunterschiede T — T sich äussernde Wirkung wird durch 
den Gang fn dargestellt und statt der oben erwähnten 
Gleichung kann man den täglichen Gang des compen- 
sirten Chronometers n, bei der Temperatur t, durch den 
Ausdruck: 

m + f,ik' + 114* q' — n = 
darstellen; hier müssen die Coefficienten k' und q' aus 
den Beobachtungen bestimmt werden und bezeichnen, um 
wieviel der Gang n sich ändert, wenn das imcompensirte 
Chronometer seinen Gang um eine Secunde geändert hat 
Um sehr kleine Zahlen zu vermeiden, ist es bequemer, statt 

fi, k', q', die Grössen t?^=c, 100k' =|, lOOOOq' =f] 

zu nehmen. Auf diese Weise erhält man die Gleichung: 

m + cf + c^?/ — n = 0. 
Das quadratische Glied pflegt im Vergleich mit dem 
Gliede, in welchem c vom ersten Grade vorkommt, gröss- 
tentheils sehr klein zu sein, und wird daher oft vernach- 
lässigt. 

Die vorhergehenden Bemerkungen finden bei Fra- 
gen, die die Untersuchung der geographischen Längen- 
differenz betreffen, ihre Anwendung. Bezeichnen wir 
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^urch P den östlichen und durch A den westlichen .Be- 
obachtungsort und nennen A die genäherte westliche Länge 
des Punktes A von P, x seine gesuchte Correction, m 
den angenommenen mittlem täglichen Gang des compen- 
sirten Chronometers bei einer gewissen Temperatur r, y 
die gesuchte Correction desselben; fi sei der tägliche Gang 
desuncompensirten Chronometers; t die Zahl der Stun- 
den^ die von der Zeit an verflossen sind^ nachdem «durch 
astronomische Beobachtungen in P der Stand des compen- 
sirten Chronometers unmittelbar vor der Abfahrt nach A 
corrigirt wurde, bis zu der Zeit, in der man gleich nach 
der Ankunft in A dort von Neuem den Stand desselben 
Chronometers bestimmte ; 7t sei der in P gefundene Stand 
des Chronometers, a dagegen der ähnliche Stand in A. 
Beschränkt man sich dann nur auf die Glieder des ersten 
Grades in Beziehung auf /u, so erhält man die Gleichung: 

WO z dasselbe ausdrückt, was früher ^ bedeutete. Wir 
wollen voraussetzen, dass die Chronometer täglich nach- 
bleiben und dass zuerst in P und darauf in A beobachtet 
wurde. Setzt man 

TT-j-r-jm — a — A = di 
24 ^ 

so wird 

Wenn man aber erst in A, und alsdann in P, im Osten 
von A beobachtete, und 

7t — ^m— -«•— A = d^ 

bezeichnet, so erhält man 

Wenn die Nichtübereinstimmung der Unrichtigkeiten der 
Chronometer als zufallige Störungen, die bald positiv, 
bald negativ sind, betrachtet werden können, so würde 
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der wahrscheinliche Fehler der vorhergehenden Gleichun- 
gen proportional der Quadratwurzel aus der Zwischenzeit 
t sein. Aber der Chronometer ohne Compression und 
der compensirte Chronometer, beide können nicht blos 
zufälligen Störungen unterworfen sein, die ohne Einfluss 
auf ihren weitem Gang sind, sondern auch solchen Un- 
richtigkeiten in der Bewegung, die nur in einer Weise 
wirken; diese Unrichtigkeiten erzeugen Fehler, die pro- 
portional mit dem Quadrate der Zwischenzeit t wachsen. 
Daher kann man, um beide erwähnten Unrichtigkeiten 
in Rechnung zu ziehen und sehr zusammengesetzte Rech- 
nungen zu vermeiden, annehmen, dass die wahrschein- 
lichen Fehler in den Gleichungen für d^ und d2 im Durch- 
schnitt der Zwischenzeit t proportional sind. Viele Ver- 
suche überzeugten den berühmten Astronomen Struve 
von der Richtigkeit dieses Schlusses *), und da das Maass 
der Präcession im Allgemeinen umgekehrt proportional 
dem wahrscheinlichen Fehler ist, so kann man in unserm 

24 
Falle — für das Maass der Präcession in den Gleichungen 

X 

dl oder dg nehmen. Auf diese Weise ist zur Reduc- 
tion dieser Gleichungen auf gleichen Genauigkeitsgrad 

24 

nothwendig, sie mit — zu multipliciren und folglich 

werden zur Ermittelung der wahrscheinlichsten Werthe 
von X, y, z, Gleichungen von solcher Form erhalten: 

24, 24 _ ^ fi 

_d = -x + yq:iöö^' 

wo das Zeichen — sich auf die Fahrt vom östlichen Orte 
P zum westlichen A, und das Zeichen + auf die Fahrt 
von A nach P bezieht. Aehnliche Gleichungen ergeben 
sich so viele, als Fahrten von P nach A und von A nach 
P gemacht sind; sie alle verdienen dasselbe Vertrauen und 
löst man dieselben nach der Methode der kleinsten Qua- 
drate, so findet man x, y, z und ihre mittleren Fehler; 



*) Expedition Chronom^trique de 1843 p. 125. 

14 



210 

der gesuchte Längenanterschied =A + x ist aber dem- 
selben Fehler, der in x enthalten ist, unterworfen. Genau 
ebenso wird der Längenunterschied mit Hilfe jedes der 
compensirten Chronometer untersucht. Bezeichnen wir 
durch 6', S", ß'" ... die mit Hilfe des ersten, zweiten, 
dritten u. s. w. Chronometers gefimdenen Längenunter- 
schiede, durch w', o>", ci>'" . . . ihre mittlem Fehler und 

durch p', p", p'" . . . ihre Gewichte; so ist p' = — ^, 

p" = —775 ) p'" = -777^ , . . . und der wahrscheinlichste Län- 
genunterschied 

_ p^6^ + p^^e^^ + p^^-'S^^^ +... 
— p'+p"+p- + ... 

seinen mittlem Fehler Y erhält man aus der Formel 



=V- 



(e — eo' + p" (6' — ® ")^ + p'" (s — S"0' + . . • 



(N— l)(p' + p" + p- + .. .) 
wo N die Zahl der verschiedenen compensirten Chrono- 
meter ist, mit deren Hilfe die einzelnen Resultate S', (5", 
S'" u. s. w. erhalten sind. 

Im Jahre 1854 bestimmte O. W. Struve den chro- 
nometrischen Unterschied zwischen den Längen der Dor- 
pater und Pulkowaer Sternwarte, zu welchem Zwecke 
einige Fahrten aus Pulkowa nach Dorpat und zurück 
mit vielen Chronometern, von denen einer uncompensirt 
war, ausgeführt wurden. Zur Erläuterung, wie die Länge 
mit Hilfe jedes der compensirten Chronometer berechnet 
wird, fuhren wir hier ein uns von Herrn Hübner mit- 
getheiltes vollständiges Beispiel für einen solchen Chro- 
nometer auf, und nehmen fiir den genäherten Längen- 
unterschied der Dorpater und Pulkowaer Sternwarte 
X = 0^ 14' 24",95 westlich von Pulkowa. In den folgen- 
den Tabellen bezeichnet der Buchstabe P, daös die Be- 
obachtungen in Pulkowa und der Buchstabe D, dass sie 
in Dorpat angestellt sind. Das Zeichen — giebt an, dass 
der Chronometer voraus war, aber das Zeichen — bei sei- 
nem Gange bezeichnet, dass der Chronometer vorgeht. 
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Ihronometer ohne Compensation (Arnold und Dent Nr. 951.) 



Den. St. 


Chronome- 
terzeit. 


Correction gegen 
mittlere Zeit. 


Dauer d. Gang in die- 
üebertra- ser Zwischen- 
gangszeit, zeit. 


TKglicher 
Gang — (1,. 


luni 26. P 


10" 55',0 


— 1''14'39",93 
















47",252 


18 + ",92 


+ 9", 6 


28. D 


10» 10',1 


1»'28'45",96 








28. D 


14" 


34,1 


41",23 












t 




44",! 33 


— 57 ",40 


— 3",12 


30. P 


10 


42,1 


— 1 15 13,68 








30. P 


14 


10,1 


13,55 


44,465 


— 54,53 


29, 4 


Juli 2. D 


10 


38,0 


1 30 83,03 








3.D 


9 


19,3 


47,14 


45,975 


— 36,91 


- 19, 8 


5.P 


7 


17,8 


— 1 1659",10 








5.P 


11 


25,8 


56,33 


46,058 


+ 37,46 


+ 19, 5 


7.D 


9 


28,8 


1 30 43,82 








8.D 


9 


45,6 


36,53 


47,020 


+ 22,31 


+ 11,4 


10. P 


8 


46,8 


— 1 15 49,27 








10. P 


15 


51,4 


47,34 


41,967 


5,55 


3, 2 


12. D 


6 


49,4 


-1 30 17,84 








12. D 


12 


34,8 


18,38 










> 






41,458 


13,66 


-7,9 


14. P 


6 


2,3 


1 16 7,09 








14. P 


13 


18,8 


0,91 


46,885 


+ 69,53 


+ 35, 6 


16. D 


12 


11,9 


1 29 16,33 








17. D 


12 


13,2 


28 46,67 


44,808 


+ 64.49 


+ 34,5 


19. P 


9 


hl 


1 13 17,23 









14' 



212 



Compensirter Chronometer (Frodsham Nr. ! 
lere Zeit in Pulkowa; a die Correction in Beziehui 















nen. St. 


Ghronomefcer- 
zeit. 


Gorrectioii 
lere 


gegen mitt- 
Zeit 


* 

1 


Juni 26. P 


9" 


35' 


+ r 


2",81 


1 

t 
1 


28. D 


8 


49 


13' 


19",97 


1 
* 


28. D 


13 


13 




19,67 


t 


30. P 


9 

t 


19 


+ 1 


6,77 


1 


30. P 


! 12 


48 ' 




7,95 




Juli 2. D 


1 9 


15 


13 


15,69 


i 

1 


3. D 


; 7 


57 




14,68 




5. P 


5 


55 


+ 1 


11,83 


1 
i 


5. P 


10 


2 




11,97 




7. D 


8 


4 


13 


10,53 




8. D 


8 


22 




9,44 


1 


10. P 


7 


23 


+ 1 


18,21 




10. P 


11 


28 




18,43 


\ 


12. D 


5 


28 


— 13 


3,82 




12. D 


11 


13 


' 


3,48 


V] 


14. P 


4 


42 


+ 1 


23,53 




14. P 


11 


56 




23,92 


1 


16. D 


10 


51 


12 


58,00 


17. D 


10 


52 




56,75 




19. P 


7 


43 


+ 1 


31,39 , 
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ezeichnet die Correction , in Beziehung auf die mitt- 
mittlere Zeit in Dorpat, der mittlere tägliche Gang 

"2 



auer 

der 

brteD. 



w — «. 




Die angenShert 

abgeleitete LSnge 

oder 

jt — otJ m=l. 

^24 



1 — 14' 24", 96 
= d. 



f",23 



W,10 



W,45 



fö,97 



16,03 



»7,02 



»2,00 



ll,48 



16,92 



14' 22",78 



+ 2",36 



26,44 — 2,20 



14' 25", 14 



24,24 



22,64 



26,51 



22,50 



27,65 



4- 2,22 



— 2,30 



+ 2,30 



— 2,35 



22,25 + 2,10 



27,01 



21,92 



— 2,07 



+ 2,35 



24,86 



24,21 



24,80 



25,30 



24,35 



24,94 



24,27 



+ 0",19 



0,71 



— 0,09 



— 0,74 



— 0,15 



+ 0,35 



— 0,60 



— 0,01 



— 0,68 



W,85 



28,14 



^ 2,14 



25,90 



+ 0,95 
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Der mittlere tägliche Gang des Chronometers wird 
erhalten^ indem man die letzte Correction des Chronome- 
ters in Pulkowa am 19. Juli 7^ 43' mit der ersten Cor- 
rection des Chronometers in Pulkowa am 26. Juni 9*^ 43' 
vergleicht. Auf diese Weise finden wir, dass in 22- Tagen 
22 Stunden 8' oder in 22,9222 Tagen der Chronometer 
nur 28",58 gegen mittlere Pulkowaer Zeit zurückblieb; 
folglich ist das tägliche Zurückbleiben = 1",247, oder zur 
bequemern Rechnung kann man den mittlem täglichen 
Gang m = + 1",2 nehmen; der mittlere Gang in einer 
Stunde ist = + 0",05 und da die Dauer von t Fahrten 
in Stunden ausgedrückt ist, so stellt ih 0",05 . t den Gang 
während der Fahrt dar ; hier bezieht sich das Zeichen -f- 
auf die Berechnung der Stundencorrection für die nach- 
folgende, das Zeichen — aber für die vorhergehende Zeit. 
Die wahrscheinlichste Länge = A + x wird durch Glei- 
chungen von solcher Form ermittelt: 

24 , , |u 24 , 

wo das Zeichen + zu den Fahrten aus Dorpat nach Pul- 
kowa, das Zeichen — aber zu den Fahrten aus Pulkowa 
nach Dorpat gehört. Auf diese Weise werden für den 
Chronometer von Frodsham Nr. 2506 folgende, jeder 
Fahrt entsprechende Grundgleichungen aufgestellt, für 
welche aus der ersten Tabelle f.t entlehnt wird. 
Nr. der Fahrten 

I . . +0,508x — y — 0,O96z = + 0",O97 

n . . +0,544x + y— 0,312z = — 0,386 

ni . . + 0,540 x — y+ 0,294z =— 0,049 

IV . . + 0,522 x + y— 0,193z ==— 0,386 

V . . -f0,521x — y — 0,195z=— 0,078 

VI . . 4- 0,510 x-f-y + 0,114 z = -f 0,179 

Vn . . +0,572 X — y + 0,032z =— 0,343 

Vin . . + 0,579 x + y — 0,079 z=— 0,006 

IX . . +0,511 x — y--^0,356z=— 0,348 

X • . +0,535 x + y + 0,345z = + 0,508 
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Diese Gleichungen verdienen gleiches Zutrauen und 
löst man sie daher nach der Methode der kleinsten Qua- 
dratC; so entsteht: « 

+ 2,860 X + 0,038 y — 0,229 z = — 0,444 ) 
+ 0,038 X + 10,000 y + 0,196 z = + 0,630 ( (P) 
— 0,229 X + 0,196 y + 0,534 z = + 0,496 ) 
Hieraus + 9,995 y + 0,199 z = + 0,636 
+ 0,199 y + 0,516 z = + 0,460 
+ 0,512 z = + 0,4473; + 9,918 y = + 0,4575 
Demnach z = -f- 0,874 mit dem Gewichte 0,512; 
y = + 0,046 mit dem Gewichte 9,918; 
X = — 0",0858 
Um das Gewicht för x zu finden, löst man die Gleichun- 
gen (P) in umgekehrter Reihenfolge; auf diese Weise er= 
halten wir: 

+ 9,9280 y + 0,1220 x = + 0,4479 
+ 0,1220 y + 2,7618 x = — 0,2313 
2,7603 X = — 0,2368 
ffieraus ist x = — 0",0858 mit dem Gewichte 2,7603; 
für y u. z ergeben sich dieselben Werthe, die oben ge- 
funden wurden; diese Uebereinstimmung bestätigt die 
Richtigkeit der Rechnungen. Setzt man die für x, y, z 

gefimdenen Werthe in die Gleichungen I, IL, III IX, X, 

so lassen sich dadurch die Abweichungen dieser Gleichun- 
gen von dem bestimmen, was jene geben müssten, wenn 
die erwähnten Werthe sie mit Genauigkeit befHedigten. 
Die Quadratsumme dieser Abweichungen ist = 0,3299; 
da wir 10 Grundgleichungen und drei unbekannte Grössen 
haben, so ist das Quadrat des mittlem Fehlers einer 

Gleichung = -777—0 = 0,04713. Das Quadrat des mitt- 

lern Fehlers von z ist demnach = ■ ' .,.^1 = 0,0920 

0,512 

0^04713_ 
^^^^ = "2:7603" = ^'^^^^ 
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Ziehen wir aas diesen die Quadratwurzel ^ so erhält man 
den mittlem Fehler^ und die Multiplication dieser letztem 
mit 0^745 ergiebt ihren wahrscheinlichen Fehler. Und 
somit wird 
z = + 0",874 mit dem mittlem Fehler + 0,303 oder mit 

dem wahrscheinl. Fehler + 0,204 
y = + 0",046 mit dem mittlem Fehler ± 0,069 oder mit 

dem wahrscheixil. Fehler + 0,047 
X = -f 0",086 mit dem mittlem Fehler ±0,130 oder mit 

dem wahrscheinl. Fehler + 0,088 
Die wahrscheinliche Länge der Dorpater Sternwarte 
westlich von der Pulkowaer, welche nach dem Frodsham- 
schen Chronometer Nr. 2506 aus allen 10 Fahrten er- 
halten wurde, ist = A + x = 14' 24",95 — 0",086 = 
14' 24",864 mit dem wahrscheinlichen Fehler + 0",088. 

Bisweilen könnte es unmöglich sein, die Fahrt zurück 
nach dem frühern Beobachtungsorte zu machen, oder nach 
solchem Orte zu reisen, dessen Länge gut bestimmt ist. 
Alsdann wird der Gang des Chronometers benutzt, der 
sowol zu Anfange und Ende, als auch während der Reise 
selbst ermittelt wurde. Um die Genauigkeit der Längen- 
bestimmungen nach jedem einzelnen Chronometer zu be- 
urtheilen, muss man die mittlem Fehler der verschiedenen 
Chronometer bestimmen, wozu die täglichen Vergleichungen 
eines der Chronometer mit allen andern, über die der 
Beobachter verfugen kann, dienen. Mit Hilfe solcher Ver- 
gleichungen kann man den betreffenden Gang der Chro- 
nometer in Beziehung auf denjenigen von ihnen, mit wel- 
chem sie verglichen wurden, berechnen. Nehmen wir an, 
dass die Chronometer B, C, D . . . . an jedem Tage zu 
ein imd derselben Tageszeit mit dem Chronometer A ver- 
glichen wären, und bezeichnen durch AB, AC, AD, . . . 
die betreflfenden mittlem Gänge der Chronometer B, C, 
D, ... in Beziehung auf A ; so wird der Gang eines jeden 
gefunden, wenn man den Unterschied zwischen den An- 
gaben zweier Chronometer zu Anfange der Reise von dem 
ähnlichen Unterschiede zu Ende derselben abzieht, und 
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den Rest durch die Zahl der verflossenen Tage, oder ihrer 
Theile von der ersten bis zur letzten Vergleichung dividirt. 
Wenn wir für jeden Tag besonders den betreffenden 
Gang A'B', A"B" . . . ; A'C, A"C" . . . ; A'D', A"D" . . . 
bestimmen, so giebt ihre Abweichung von dem ihnen ent- 
sprechenden mittlem Gange die täglichen Unrichtigkeiten 
jedes Ganges an. Es mögen a', a", «'" . . . die Unrich- 
tigkeiten des Chronometerganges A am 1., 2., 3. ... . 
Tage, und ß% /?" . . .; y', y" . . .; d', d" . . . dasselbe für 
die Chronometer B, C, D . . . ausdrücken. Die Verän- 
derungen des betreffenden Ganges eines der Chronometer 
in Beziehung auf die andern, kommt der Summe oder 
dem Unterschiede der Veränderungen in dem Gange eines 
jeden von ihnen gleich, und daher ist 
A'B' — AB = a' + /?', A"B" — AB = a" + /?", etc. 
A'C — AC = a, + y', A"C" — AC = a" + y", etc. 
u. s. w. 
Subtrahirt man den betreffenden Gang' der Chrono- 
meter A und B von dem betreffenden Gange der Chro- 
nometer A und C, so erhalten wir den betreffenden Gang 
fiir B und C; auf gleiche Weise aber erhält man die be- 
treffenden Gänge von B und D, B und E u. s. w. und 
berechnet ihre täglichen Abweichungen 
B'C — BC = /?' + y', B"C" — BC = ß** + y" . . . 
B'D' — BD = /J' + d', B"D" — BD = /J" + d" . . . 
u. s. w. 
Genau ebenso werden die täglichen Abweichungen 
oder Unrichtigkeiten im Gange der Chronometer C und D, 

D und E , welche y' + d', y" + d" ; y' -f- e% 

f + fi" . . . ; d' + €', d" + €"... sind, ermittelt. 
Bezeichnet man durch 

a^ das Mittel aus den Quadraten: a'^, er"*, a'"* . . . 



b* „ 


yj 


V 


}} 


77 


/9'3, /?"^ /9'"« . . . 


c* „ 


f) 


)) 


7) 


;^ 


y/2^ y'/2^ y/''2 . . . 



u. s. w. und nimmt a, «".,.., ß% /9" . . . . als zufällige 
Störungen an, die bald positive, bald negative sind, so 
ergiebt sich als Mittel 
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a« 4- b« = («^ + ß y + («" + ß'7 + . . ■ («^^^ + /?^^> )^ 

i 

wo i die Zahl der einzelnen Summen a* + /?', a" + /?".. . 
a('> + /?(*) ist. Auf ähnliche Weise werden a* -|- c*, 
a* + d^ . . . ; b* + c^; b* + d*, c* + d* u. s. w. berechnet. 
Nehmen wir alsdann das Mittel aus allen Summen: 
a^-f-b^ a* + c* u. s. w., in welchen a* vorkommt^ und 
nennen dieses Mittel 
3(2 5 ebenso wollen wir berechnen mit 
35* das Mittel aus aUen Summen a^ + b*, b^ + c* . . . in 

welchen b* vorkommt; 
6^ das Mittel aus allen Summen a* + c^, b* + c* . . . in 

welchen c* vorkommt u. s. w. 

Wenn die Zahl der Chronometer bedeutend genug ist, 

80 ergiebt sich angenähert 

3(2 K 

fi? = (a^ + b«) ^^j-^^ mit dem Gewichte g^+r^ 

3(2 K 

B? = (a» + b^) p-:j:rg2 "^i* dem Gewichte ^np^ 

U. 8. W. 

4j32 K 

b2 = (a2 + b«) ^r^-^% mit dem Gewichte ^2qr^2 

532 jj^ 

b^ = (b^ + c^) r^o .^2 °^^* d®'^ Gewichte 



^2 _^ g2 332 _|_ (£2 

u. s. w. 

Statt K kann man willkührlich irgend welche con- 
stante, für die Bequemlichkeit der Rechnung angemessene . 
Zahl wählen. Aus den vorhergehenden Ausdrücken und 
den ihnen ähnlichen findet man die angenäherten Werthe 
der Quadrate: a^, b^, c^ . . ., welche wir zum Unterschiede 
von den wahren durch a^^, b,*, c,* . . . bezeichnen. Ge- 
nauere Werthe erhält man aus den Ausdrücken: 

3,2 

a^ = (a^ + b^) g ' , g mit den früheren Gewichten ; 

a, -|- b, 

a» = is? + c») ^qr^ u. s. w. 
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Setzt man solche Rechnungen weiter fort, so gelangen 
wir zu hinreichend angenäherter Bestimmung der wahr- 
scheinlichen Fehler a, b, c . . . für den Gang der Chro- 

X K K 

nometer, und alsdann stellen -^, tz) -g • • * die Gewichte 

a D c 

von den Resultaten der geographischen Länge nach den 

Chronometern A, B; C . . . dar. 

üeber die Berechnung der Längen äiehe Bulletin 

scient. de FAcademie de St. Petersb. Dec. 1 856 ; Mölanges 

math. et astr. T. 11.; Are du meridien entre de Danube 

et la mer glaciale par F. W. Struve, additions. 



Beispiel der Ausgleichungsrechnung bei Dreiecknetzen. 

Wir entlehnen dieses Beispiel der Gauss sehen Ab- 
handlung: Supplementum theoriae combinationis observa- 
tionum §. 24 pag. 37 — 43 ; es bezieht sich auf folgende 
5 Punkte, welche wir in der Zusammenstellung der Han- 
noverschen Gradmessung antreffen: Falkenberg, Breit- 
horn, Gauselberg; Wulfsode und Wilsede, und wollen sie 
durch die Buchstaben A, B, C, D, E bezeichnen. Es 
sind hier mehr Richtungen gemessen, als zur Lösung des 
Fünfecks nothwendig sind, in welchem die Länge von 
einer der Seiten gegeben wird. Zeigen wir nun, wie die 
gemessenen Richtungen ausgeglichen werden, welches die 
wahrscheinlichsten Correctionen dieser letztem sind, und 
welchen Grad der Genauigkeit die gemessenen Richtungen 
haben. 

Die Richtungen aus A 
nach E . . . 187« 47'30",311 ... (0) 
D...225 9 39,676... (I) 
C...266 13 56,239... (H) 
B...274 14 43,634 ... (HI) 

Die Richtungen aus B 
nach A . . . 940 33' 40",755 ... (IV) 
C ... 122 51 23,054 ... (V) A 
E ... 150 18 35,100 ... (VI) 
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Die Richtungen aus C 
nach A . . . 86« 29' 6",872 . . . (VII) 
E . . . 154 37 9,624 . . . (Vni) 
D ... 189 2 56,376 . . . (IX) 
B ... 302 47 37,732 ... (X) 

Die Richtungen aus D 
nach C . . . 9« 5' 36",593 ... (XI) 
A . . . 45 27 33,556 . . . (XH) 
E ... 118 44 13,159 . . . (XHI) 

Die Richtungen aus E 

nach A . . . 7» 51' 1",027 . . . (XIV) 

D ... 298 29 49,519 . . . (XV) 
B ... 330 3 7,392 . . . (XVI) 

C ... 334 25 26,746 . . . (XYIT) 

Hieraus werden 7 Dreiecke zusammengesetzt: 



I. Dreieck ABC. 

Winkel: GAB... 8« 0' 47 ",395 
CBA... 28 17 42,299 
AGB... 143 41 29,140 

m. Dreieck AGD. 

Winkel : DAG ... 41« 4' 16",503 
AGD ... 102 33 49,504 
ADG... 36 21 56,963 

V. Dreieck ADE. 

Winkel : EAD ... 37» 22' 9",365 
EDA... 73 16 39,603 
AED...69 21 11,508 



n. Dreieck ABE. 

Winkel: BAE ... 86" 27' 13",323 
ABE ... 55 44 54,345 
AEB...37 47 53,685 

IV. Dreieck AGE. 

Winkel : GAE ... 78« 26' 25",928 
AGE ... 68 8 2,752 
AEG... 35 25 34,281 

VI. Dreieck BGE. 

Winkel: GBE... 27<>27'12",046 
BGE... 148 10 28,108 



BEG ... 4 22 19,354 

Vn. Dreieck GDE. 

Winkel: DGE ... 34» 25' 46",752 
GDE... 109 38 36,566 
CED... 35 55 37,227 
Die Seite ED = 22877,94 Meter; zur Görrection. der 
Winkel hat man hier die Bedingungen der zweiten und 
dritten Art (§§. 59 u. 60). 
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Mit diesen gegebenen Stücken werden nach der L e- 
gen dreschen Regel die Längen aller Seiten berechnet. 
Zur Berechnung des sphärischen Excesses €, der Summe 
der 3 Winkel jedes sphärischen Dreiecks über 180^, muss 
man ausser der Länge der Seiten a, b und des zwischen 
ihnen liegenden Winkels C, auch den Radius des Aequa- 
tors Q, die Excentricität der Erdmeridiane e und das Mittel 
aus der geographischen Breite q>Q der Dreieckspitzen, 
wissen. Nimmt man alsdann an, dass die Erde ein um 
die kleinere Axe gedrehtes Ellipsoid ist und die Dreiecks- 
seiten a, b, c nicht grösser als 100 Werst sind, so er- 
giebt sich 

ab sin C 



2 R2 sin 1''' 



R 



qVT 



ee 



1 — ee cos^ <pQ^ 

€ wird in Secunden ausgedrückt; ee = 0,0067643; 
Q = 6376960 Meter; in unserem Beispiele kann man 
q)Q = 52^ 56' annehmen. Auf diese Weise erhalten wir 
folgende sphärische Excesse: 



im L Dreieck 
B = 0",202 



n. m. IV. V. VL vn. 

2",442 1",257 1",919 1",957 0",321 1",295 

Die Richtungen in oben erwähnter Ordnung bezeich- 
neten wir mit römischen Ziffern 0, I, IE, HI ... . XVII ; 

ihre Fehler stellen wir durch (0), (1), (2), (3) (17) 

dar, sodass die gesuchten Correctionen der Richtungen 
entsprechend durch — (0), — (1), — (2) . . . — (17) aus- 
gedrückt werden. Demnach sind die gemessenen Winkel 
hn ersten Dreieck IH — ü, V — IV, 360 + VH — X; die ^ 
Summe dieser aus den Beobachtungen gefundenen Winkel 
ist 1790 59' 58",834; der sphärische Excess = 0",202. 
Die corregirten Winkel sind III — IE — (3) + (2), 
V — IV — (5) + (4), 3600 _}. vn— X — (7) + (10). Hier- 
nach erhält man aus dem ersten Dreiecke die Bedingungs- 
gleichung (der zweiten Art §. 59): 

179059'58",834— (3) + (2) — (5)+(4)-(7)-+-(10)=180oO'0",202 
oder — 1",368 = — (2) + (3) — (4) + (5) + (7) — (10). 
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Genau ebenso werden ähnliche Gleichungen fiir die 
andern sechs Dreiecke gefunden; jedoch sind nicht alle 
diese Gleichungen unabhängige. Die Zeichnung zeigt, 
dass das Dreieck ABE, oder das II., aus drei Dreiecken 
AGB, ACE, BCE besteht, welche mit I., IV. und VI. be- 
zeichnet wurden, und wenn die Richtungen der Linien, 
die sich auf diese Dreiecke beziehen, corregirt sind, so 
werden zugleich mit diesen die Richtungslinien des Dreiecks 
ABE corregirt, sodass die Summe ihrer Winkel mit Ge- 
nauigkeit 180^+ sphärischer Excess entspricht. Ausser- 
dem bilden das IQ. imd V. Dreieck zusammen dieselbe 
Figur, welche die Vereinigung der Dreiecke IV und VII 
darstellen, oder das Dreieck ADC + AED = dem Dreieck 
AEC + CDE ; und wenn daher die Richtungen der Li- 
nien im in., rV. und VTI. Dreieck corregirt sind, so wer- 
den dadurch auch die Winkel des V. Dreiecks oder AED 
corregirt. Hieraus folgt, dass man die Gleichungen, welche 
zum n. und V. Dreiecke gehören, fortlassen muss; auf 
diese Weise erhält man statt sieben Bedingungsgleichun- 
gen der zweiten Art (§. 59) in unserm Beispiele nur 
fiinf. Das musste man aber auch aus dem im §. 59 nach- 
gewiesenen erwarten ; denn in dem betrachteten Beispiele 
ist die Zahl aller, die Figur bildenden Linien 1=9; die 
Zahl der zu verbindenden Punkte p = 5; folglich muss die 
Zahl der Bedingungsgleichungen 1 — p-|-l=9 — 5 + 1 = 5 
sein. 

Schreiben wir nun diese fiinf Gleichungen auf, so 
bemerken wir, dass in unserm Beispiele noch Bedin- 
gungsgleichungen der dritten Art (§. 60) existiren. 
Diese hängen von der Figur des Polygons ab, welches 
sich durch die gemessenen Richtungen der Diagonalen in 
ein System von Dreiecken theilt, von denen das letzte 
eine gemeinschaftliche Seite mit dem ersten Dreiecke be- 
sitzt. In unserm Beispiele kann man einige ähnliche Sy- 
steme von Dreiecken bilden und daraus die Bedingungs- 
gleichimgen der dritten Art herleiten. Wenn also 1 die 
Zahl aller Linien ist, deren Richtungen gemessen sind, 
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und p die Zahl der durch sie yerbundenen Punkte be- 
deutet ^ so schliessen wir aus §. 60^ dass in unserm Bei- 
spiele die Zahl der unabhängigen Gleichungen gleich 
1 — 2p +3=9 — 2.5+3=2 sein muss; und somit 
können nur 2 ähnliche Gleichungen existiren. Eine von 
ihnen gründet sich auf die zweimalige Bestimmung der 
Seite BC aus den Dreiecken ABC, AEG und ECB; die 
zweite aber auf eine ähnliche Bestinmiung der Seite DC 
aus den Dreiecken ACD, ACE und ECD. Hieraus er- 
hält man die Gleichungen: 

BC AC CE _ sinBAC sinAEC sin EBC 
AC • CE • BC ~ sin CBA" sin GAE sin CEB 
CD AC CE sin CAD sinAEC sin EDC 



1)... 1 = 
2) . . . 1 = 



AC • CE • CD ~ sin CDA* sin GAE sin DEC 

In diesen Gleichungen muss jeder Winkel, nach der Le- 
gendreschen Regel, um den dritten Theil des sphä- 
rischen Excesses desjenigen Dreiecks, auf den dieser 
Winkel sich bezieht, vermindert werden ; ausserdem muss 
jeder Winkel durch die wahrscheinlichsten Cor^ectionen 
der Richtungen, aus welchen dieser Winkel gebildet wird, 
verbessert sein. Demnach ist 

BAC = m — n — 0",067 — (3) + (2); 
CBA = V — IV — 0",067 — (5) + (4); 
AEG = XIV — XVn — 0",640 — (14) + (17); 
GAE = n — — 0",640 — (2) + (0); 
EBC = VI — V — 0",107 — (6) + (5) ; 
CEB = XVn — XVI — 0",107 — (17) + ri6) ; 
CAD = n — I — 0",419 — (2) + (1); 
CDA = Xn — XI 0",419 — (12) + (11); 
EDC = Xm — XI 0",432 — (13) + (11); 
DEC = XVn — XV — 0",432 — (17) + (15). 

Nehmen wir die Logarithmen der Gleichungen 1) und 2); 
vernachlässigen zuerst die gesuchten Gorrectionen (0), (1), 
(2) . . , (17) der oben (S. 219 u. 220) abgeleiteten Rich- 
tungen, so ergiebt sich: 
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BAC= 8<> 0'47",338... log Bin =9,1442639 
AEC = 28 17 42,232 9,7410410 

EBC = 27 27 11,939 9,6637251 



Summe . . . 28,5490300 

CBA = 33« 2ö' 33",641 ... log sin = 9,6757896 
GAE = 78 26 25,288 9,9911005 

CEB= 4 22 19,247 8,8821374 



Summe . . . 28,5490275 

Zieht man die zweite Summe von der ersten ab, so er- 
hält man als Unterschied + 0,0000025. Aus der Gleichung 
1) ))ildet sich wegen der geringern Grösse der Correc- 
tionen (0), (1) . . . (17) folgende Gleichung, in welcher X 
den Modul oder die Zahl 0,43429 bezeichnet, mit welcher 
die natürlichen Logarithmen multiplicirt werden, um sie 
in die Br ig gesehen zu verwandeln und die Correctionen 
(0), (1) ... (17) in Secunden ausgedrückt sind: 

+0,0000025=Asinl"jcotgBAC[(3)— (2)] — 

— co1gCBA[(5)— (4)] + cotgAEC[(14) — (17)] 
+ Asin 1" j_cöigCAE[(2)— (0)]+ 

+cotgEBC[(6)— (5)]— cotgCEB[(17)-(l6)] 

Setzen wir an Stelle der Winkel BAC, CBA u. s. w. 
ihre Werthe und multipliciren beide Theile der Gleichung 
mit 10000000, d. h. wir drücken die Gleichung in Ein- 
heiten der letzten 7. Decimalstelle aus, alsdann finden wir: 

+25=+149,57 [(3) -(2)]— 39,11 [(5) -(4)] +31,90 [(14)- (17)] 

- 4,31[(2)-(0)]-40,53[(6)-(5)]-275,39[(l 7)- (16)] 
= -f- 4,31(0)— 153,88(2)-[- 149,57 (3)+39,ll (4)— 79,64(5) 

+ 40,53 (6) + 31,90 (14) + 275,39 (16) — 307,39 (17). 

Auf ähnliche Weise werden Bedingongsgleichungen 
derselben Art, wie die oben erwähnten, gebildet. Hier 
stellen wir in numerischer Form alle Bedingungsgleichun- 
gen, die sich auf unser Beispiel beziehen, dar: 

- 1",368 == - (2) + (3) - (4) + (5) + (7) -(10) 
-I- 1,773= -(l)+(2)-(7) + (9)-(n) + (12) 
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+ l",042=-~(0)+(2)- (7) + (8) +(14) -(17) 

— 0,813 = -(5) + (6)- (8) +(10) -(16) +(17) 

— 0,750=-(8) + (9)^(ll)+(13)-(15) + (17) 

+25=+4,31(0)—153,88(2)+149;57(3)+39,ll(4)— 79,64(5) 
+ 40,53 (6) +31,90 (14) + 275,39 (16) — 307,29 (17), 

- 3=+4,31(0)-24,16(l) + i9,85(2)+36,ll(ll) 

—28,59(12)— 7,52 (13)+31,90(14)+29,06(15)— 60,96(17). 

Da alle Richtungen mit gleicher Genauigkeit ge- 
messen wurden, so müssen ihre Gewichte p p' p" u. s. w. 
gleich sein und man kaim jedes derselben gleich, der Ein- 
heit setzen. Die unsern sieben Bedingungsgleichungen 
entsprechenden k', k" . . . . k^'^ bezeichnen wir des be- 
quemen Schreibens wegen mit den Buchstaben ABC 
D E F G und multipliciren die erste der sieben Glei- 
chungen mit A, die zweite mit B, die dritte ndt C u. s. f., 
die letzte mit G. Die algebraische Summe der Coeffi- 
cienten, die sich in diesen Producten bei (0) befinden, 
geben einen Ausdruck für (0). Wenn aber die Gewichte 
p, p', p" . . . . der gemessenen Richtungen sich von der 
Einheit unterscheiden, so kommt die erwähnte Summe 
gleich p . (0), wo p das Gewicht der Richtung ist, dessen 
Correction (0) gesucht wird; dividirt man alsdann diese 
Summe durch p, so erhält man den Ausdruck für (0). Auf 
ähnliche Weise werden die Ausdrücke für (1), (2) . . . (17) 
gefunden (s. §. 48, Ende). In unserm Beispiele ergiebt sich : 

(0) = — C + 4,31 P + 4,31 G 
(1)== — B — 24,16 G 

(2) = _A + B+C — 153,88F + 19,85 G 

(3) = + A+ 149,57 F 

(4) = — A+39,10F 

•(5) = + A— D — 79,69F 
(6) = + D + 40,53F 
•(7) = + A — B — C 

(8) = + B + E 

(9) =— A + D 

(10) = — B — E + 36,11 G 

15 
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(11) = 4- B- 28,59 a 

(12) = + E — 7;52G 

(13) = + C + 31,90 F + 31,90 G 

(14) = — E + 29,06 G 

(15) = — D + 275,39 G 

(16) = — C + D + E . 

(17) = — 307,29 — 60,96 G. 

Substituiren wir diese Atisdrilcke in die Bedingungs- 
gleichungen und bilden die Reductionen, so finden wir: 

— 1",368= 6A— 2B — 2C — 2D-|-184,72F— 19,85G 
-h 1,773=— 2A+6B + 2C+2E — 153,88F— 20,69 G 
-+- 1 ,042 =— 2A+2B-I-6C— 2D— 2E+181,00F +108,40G 

— 0,813=— 2A—2C + 6D+2E—462,51F — 60,96G 

— 0,750=+2B— 2C+2D + 6E — 307,29F— 133,65G 

+25=+184,72A— 153,88B+181,00C— 462,51D 
— 307,29 E + 224868 F + 16694, 1 G 

— 3=— 19,85 A— 20,69 B+ 108,400- 60,96 D 
— 133,65 E + 16694, 1 F + 8752,39 G. 

Die Unbekannten A, B, C, D, E, F, G kann man 
ans diesen Gleichungen herleiten, indem man diese nach 
der auf S. 185— 187 erklärten Methode löst. Hier stellen 
die Coefficienten von A, B, C . . . in der ersten Gleichung 
dasselbe dar , was wir auf S. 185 mit (aa), (.ab), (ac) . . . 
bezeichneten; ebenso drücken die Coefficienten B, C . . . in 
der zweiten Gleichung dasselbe aus, was dort durch (bb), 
(bc) . . . bezeichnet wurde u. s. w. Diese Lösung führt 
gleichfalls zur Bestimmung der Werthe (bb . 1), bc . 1) . . . 
(cc . 2), (cd . 2) etc., welche zur Ermittelung des Genauig- 
keitsgrades der Rechnungsresultate nothwendig sind. 

Auf diese Weise finden wir in unserm Beispiele 

A=— 0,225; B= + 0,344; C=— 0,088; D=— 0,171; 
E=— 0,323; F=+0,000216; G=— 0,005475. 

Substituirt man diese Werthe in die vorbeigehenden Aus- 
drücke für (0), (1) . . . (17), so erhalten wir: 
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(0)==+0",065 (6)=— 0'M62 (12)=4-0",501 

(1)=— 0,212 (7)=— 0,481 (13)=— 0,282 

(2)=+ 0,339 (8)=+ 0,406 (14)=— 0,256 

(3)=— 0,193 (9)=+ 0,021 (15)=+ 0,164 

(4)=+ 0,233 (10)=+ 0,054 (16)=+ 0,230 

(5)=— 0,071 (11)=— 0,219 (17)=— 0,139 

Setzt man — (0), — (1) • • • — (17) zu den gemessenen 
Richtungen 0, I .... XVII, so ergeben sich die wahr- 
scheinlichsten Richtungen; die Summe der Fehlerquadrate 
oder der Werthe (0), (1) ... (17) bildet 1,2288; die Zahl 
der Bedingungsgleichungen ist 7 ; daher der mittlere Fehler 
der Messung einer der erwähnten Richtungen 



= ±yh^ = + (y'^4l9. 



Endlich bleibt noch anzugeben^ wie der mittlere Feh- ' 
1er vom Endresultate der Rechnung bestimmt wird. Als 
Beispiel wollen wir das Gewicht und den mittlem Fehler 
der Seite AB = u ermitteln, welche mit Hilfe der corre- 
girten Winkel und der Seite ED = 22877,94 Meter be- 
rechnet wurde. Aus den Dreiecken AED imd AEB, in 
welchen die Drittel der sphärischen Excesse 0",652 und 
0",814 sind, erhält man 

u- 22877 94 'i^J^^E «^^EB 

wo ADE=Xin— Xn — (13)+( 1 2)— 0",652=73n6' 38", 168 
DAE= I — —(l) + (0)— 0,652=37 22 8,436 
AEB=XIV— XVI— (14)+(16)— 0,814=37 47 52,335 
ABE = VI — IV — (6) + (4) — 0,814=55 44 53,136 

Die Rechnung giebt u =: 26766,68 ; um den mittlem Feh- 
ler dieser Bestimmung auszudrücken; nehmen wir das 
Differential von Logarithmus der Ghrösse u; dadurch ent- 
steht die Oleichung: 

-4^=coigADE[d(13)— d(12)]— cotgDAE [d(l)-d(0)J 
u sm X 

+ co1gAEB[d(14)— d(16)]— cotgABE[d(14)— d(16)] 
in welchen d(0), d(l) etc. in Secunden ausgedrückt sind. 

15* 
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Multiplicirt man beide Seiten mit u sin 1" und setzt an 
Stelle von u und der Winkel ihre numerischen Werthe, 
so findet man 

du = 0,16991 [d (0) — d (1)] + 0,08836 [d (4) — d (6)] 
— 0,03899[d(12)— d(13)] + 0,16731 [d(14) — d(16)]. 

üebereinstimmend mit §. 51 wollen wir das theil- 
weise Differential der Function u in Beziehung auf (0), 
(1), (2) . . . (17) genommen durch 1«», KD, 1^ . . . V^'O be- 
zeichnen; sowie das partielle Differential aus der ersten 
der Bedingimgsgleichungen (S. 224) in Beziehung auf die- 
selben Grössen durch a^^^ a(^\ a^^^ . . . a^^^; das der zwei- 
ten Bedingungsgleichungen durch b^®>, b^^, b(*> .... b^^^) ; 

das der dritten Bedingungsgleichung durch c(^>, c^^, c^^) 

c^^^^ u, s. w., sowie endlich aus der siebenten oder letzten 
<3Heichung durch g^^\ g^^, g^*) . . . g<") . In unserm Bei- 
spiele sind dann: 

aW=— 1, a(8)=+l, a(*)==— 1, a<«=+l, a(D=+l, 

aUo)==:_i, die üebrigen = 

bW=— 1, bW=+l, b(7)=_l, b<Ö)=+l, bW=— 1, 

b(i2)=+ 1,^ die Uebrigen = 

CW==_1, c(2)=+l, c(7)=— 1, c(8)=+l, 0^1*)=+!, 

c(">= — 1, die Uebrigen = 
d(6)=— 1, dW=+l, dW=— 1, d(w)=+l, d(^«)=-l, 

da7)=-|-i, die Uebrigen = 

e(8)=— 1, eW=-f-l, e(ii)=— 1, eW=4-l, e(i5)=_i, 

eCi'')=-f-l, die Uebrigen = 

f(o)=4,31 , f 2)=153,88, f 8)=149,57 ; fC4)=39,l 1, f:6)=— 79,64, 
f^«)=40,53, Pi*)=31,90, ftiö)=275,39; f")= — 307,29, 

die Uebrigen = 

g(o)— 4,31, g(D = — 24,16, gC^) =+19,85; g(")=36,U; 
g(i2)= 28,59, g<i3)=— 7,52; g(i'i)= 29,06; g<i7)=— 60,96, 

die Uebrigen = 

l(o)=0,16991 ; Ki)=-0,16991 ; 1^=0,08836, 1(ö)=— 0,08836, 
1(12) __ 0,03899, 1U8)= + 0,03899; l(")=0,16731; 

1(16)— _o,16731, die Uebrigen = 0. 
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Es mögen (al), bl) . . . (11) die Summe der entsprechend 
gleichen Glieder ausdrücken^ sodass 

(al)=a(o)l«»-|-a(i)l(i)+a(2)l(2> . . . a(i7)l(n) 
(bl) =b(öa«» + b(i)l'i> + b(2)l(2) . . . b(")l(i7) 
u. s. w. sei. In unserm Beispiele ergiebt sich: 



(al) = — 0,08836 
(bl) = + 0,13093 
(cl) = — 0,00262 
(dl) = + 0,07895 



(el) = + 0,03899 
(fl) = —40,1315 
(gl) = + 10,9957 
(U) = + 0,13238 



Mit diesen Zahlen, sowie mit den gefundenen Werthen: 
(aa), (ab) u. s. w. (bb .1), (bc . 1) . . . (cc . 2), (cd . 2) . . . 
(dd. 3), (de . 3) . . . (ee . 4), (ef . 4) . . .; (ff . 5) . . . (fg .5,), 
(gg . 6), welche zur Bestimmung von A, B, C . . . G dien- 
ten, müssen nach den Formeln, die auf den S. 185 — 187 
erörtert wurden, die Grössen (bl . 1), (cl . 2), (dl . 3) . . . 
berechnet werden. Alsdann hat man noch, fiir den Fall 
dass 7 Bedingungsgleichungen existiren, den Werth von 

(ai)^ (bi.i)« (ci.2)^ (gl . ey 

^^ (aa) (bb.l) (cc.2) "" (gg. 6) 
zu ermitteln. Diesen Werth wollen wir durch (88) be- 
zeichnen; in unserm Falle ergiebt er sich: (88) =0,08329; 
und wenn wir daher das Gewicht der wahrscheinlichsten 
Bestimmung der Länge u = AB = 26766,68 Meter durch 
P bezeichnen und /u den mittlem Fehler der Beobachtung, 
dessen Gewicht die Einheit ist, sowie endlich e den mitt- 
lem Fehler der wahrscheinlichen Länge u nennen, so wird 

Wir fanden oben iM = ±0",419; (88) =0,08329; dem- 
nach ist 

« = ±0,121 Meter. 



Anhang. 
I. 

Die im practischen Theile unter Nr. 2 vorgetragene Me- 
thode zur Berechnung der wahrscheinKchen Fehler bei der 
Messung ein und derselben Grösse; gleich wie der Beweis 
dieser Methode, gehört Hm. Peters, Director der Altonaer 
Sternwarte (s. Astronomische Nachrichten 1856; Nr. 1034). 



IL Bemerkungen über die Bereclinang der Gewichte. 

Herr Professor d'Arrest hat im Jahre 1857 in den 
Astronomischen Nachrichten Nr. 1106 eine sehr bequeme 
Regel zur Berechnung der Gewichte für den Fall vorge- 
schlagen, wenn die wahrscheinlichsten Werthe dreier Un- 
bekannten gesucht werden. Nennen wir die Unbekannten 
X; 7; z und behalten dieselben Bezeichnungen; die auf 
S. 63 und 64 oder 185 — 187 angenommen wurden bei; 
so gelangen wir nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu 
den Gleichungen: 

(aa) X + (ab) y + (ac) z + (an) = 

(ab) X -j- (bb) y -f (bc) z -f- (bn) =0 

(ac) X + (bc) y + (cc) z + (cn) = 

P 

Alsdann erffiebt sich das Gewicht fiir x = ttttt — >^ tt-^ 

® (bb) (cc) -T- (bc)^ 

•^ (aa) (cc) — (ac)^ 

P 
(aa) (bb) — (ab)» 



fiir z = 
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wo P = (aa) (bb) (cc) + 2(äb) (ac) (bc) — (aa) (bc)« — 

— Ot)b) (ac)» — (cc) (ab)«. 
Es ist leicht die Richtigkeit dieser Ausdrücke zu be- 
weisen. Wir sahen auf S. 78 und 84, dass das Gewicht 
der Grösse z, (cc . 2) ist und aus dem auf S. 64 herge- 
leiteten ergiebt sich, dass 

(cc 2)-fcc D- (^)- - fcc)- (^)!- 1 (^^)-WH » 
(cc . J) _ (CC . 1) ^^^ j^ - Ccc j ^^^ ^^^^ _ (ab)» 

(aa) 



(aa) (bb) — (ab)»* 

Weiss man, dass (aa . 2) und (bb . 2) die Gewichte 
der Grössen x und y sind, so kann man ebenso die 
d' Ar res tische Regel zur Berechnung dieser Gewichte 
anwenden. Wenn übrigens das Gewicht (cc . 2) für eine 
der Unbekannten, z. B. für z gegeben ist, so werden die 
übrigen Gewichte leicht durch ihr Verhältniss zimi gege- 
benen Gewicht gefunden: fiir yund x sind die Gewichte: 

("'^ • 2) \(äs^y-(i:^)^ "^^ (*^ • 2) j(bb)(cc)-cbc)^ • 

Wir fanden in unserm Beispiele auf der Seite 199 
(cc . 2) = 29,876; dies ist das Gewicht für z. Mit Hilfe der 
auf S. 199 erwähnten Coefficienten finden wir ausserdem: 

(aa) (bb) — (ab)» = 82, 1 3 ; (aa) (cc) — (ac)» = 72,63 ; 

(bb) (cc) — (bc)» = 1263 

QO IQ 

Demnach ist das Gewicht für y =29,876 X ||^ == 33,76 

für X =29,876 X ^ = 1,93; 

fast dieselben Gewichte aber wurden auf der S. 200 — 201 
gefunden. 

Man kann auch Regeln zur Berechnung der Gewichte 
für die Fälle aufstellen, bei welchen die Anzahl der Un- 
bekannten drei übersteigt. Aber diese Regeln für eine 
grössere Anzahl von Unbekannten sind sehr zusammen- 
gesetzt und gewähren keine Bequemlichkeit. Ueberhaupt 
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hängt das Ermitteln der Gewichte von solchen Functionen 
der Coefficienten ab, die man bestimmte nennt. 

Wenn die wahrscheinlichsten Werthe von sechs Un- 
bekannten X, y, Z; W; u, t gesucht werden, so muss man 
zur leichtem Bestimmung der Gewichte und der Rech- 
nungproben zweimal vollständig die Gleichungen lösen, 
zuerst in einer, dann aber in einer andern entgegenge- 
setzteh Ordnung. Alsdann erhalten wir zwei Systeme von 
Gleichungen (S. 185): 

(I) 

(dd . 3) w 4- (de . 3) u + (df . 3) t + (dn . 3) = 

(de . 3) w + (ee . 3) u + (ef . 3) t + (en . 3) = 

(df.3)w + (ef.3)u + (ff.3)t + (fh.3) = 

(ee . 4) u4-(ff • 4) tH- (en . 4) = 

(ef . 4)u +(ff . 4) t + (fn . 4) = 

(ff.5) + (fn.5)=0 

(H) 

(aa . 3) X + (ab . 3) y 4- (ac . 3) z + (an . 3) = 

(ab . 3) X + (bb . 3) y -f (bc . 3) z+ (bn . 3) = 

(ac . 3) X + (bc . 3) y + (cc . 3) z + (cn . 3) = 

(aa . 4) X + (ab . 4) y + (an . 4) = 

(ab.4)x + (bb.4)y + (bn.4) = 

(aa . 5) X + (an . 5) = 

Aus dem Systeme (I) wird t, u, w bestimmt imd für t 

das Gewicht = (ff. 5); 

ft- A r 'i., /«• ^^ ( (dd.3)(ee.3)-^(de.3) ^) 
fiir u das Gewicht = (ff . 5) . j(ee . 3) (ff . 3)-(df . 3y2J 

^•' A n 'X.. .«• ;;^ ((dd . 3) (ee . 3) - (de . 3)^ 
fui' w das Gewicht = (ff . 5) . j (ee . 3) (ff . 3) - (ef . 3)^j 

erhalten. Aus dem Systeme (U) wird x, y, z bestümnt 

und für x das Gewicht (aa . 5) erhalten; 

, ^ ., , , ((bb . 3) (cc . 3) — (bc . 3)«) 

für y das Gewicht = (aa . 5) . j (aa . 3) (cc . 3) - (ac 73?) 

f A r VI.* r K^ (( bb.3)(cc).3-(bc.3)» J 
für z das Gewicht = (aa . 5) . (a» . 3) (bb . 3) -(ab . 3)» 
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Wir haben auf S. 185 — 187 die Ausdrücke der ver- 
schiedenen Coefficienten, welche zur Berechnung von t 
und seines Gewichts (ff. 5) dienen, dargestellt; hier sollen 
noch die Coefficienten zur umgekehrten Auflösung oder 
zur Berechnung von x und seines Gewichts (aa . 5) ge- 
geben werden. 



(aa) — ^ (af) = (aa) . 1) 

(ab) - ^ (bf) = (ab . 1) 

(ac) — ^^ (cf ) = (ac . 1) 

(ad) - ^ (df ) = (ad . 1) 

(ae) - ^1 (ef) = (ae . 1) 
(an) - 1^ (nf) = (an . 1) 

(bb) - ^j (bf ) = (bb . 1)' 

(bc) - ^ (cf) = (bc . D' 
(bd)-J^(df) = (bd.l)' 
(be) - ^ (ef ) = (be . 1)' 



(bn) - ^ö (fo) = (bn . 1)' 



(cc) - ^(^(Cf) 



(cc . 1)' 



(cd) - [g (df ) = (cd . 1)' 
(ce)-^(ef) = (ce.l)' 
(cn) - 1^ (fn) = (cn . 1)' 
(dd)-^(df) = (dd.l)' 
(de) - 1^ (ef ) = (de . 1)' 
(du) - j-|^ (fii) = (dn . D' 
(ee)-^(ef) = (ee. 1)' 
(en) - ^ (fn) = (en) . 1)' 



(aa . 1) — 
(ab . 1) — 
(ac . 1) — 
(ad . 1) — 
(an . 1) — 



(ae . 1) 



= (aa . 2) 



(ee . 1) 
(ae . 1) 
(ee . 1) 
(ae . 1) 
(ee . 1) 
(ae . 1) 



(ee . 1) 



; (be . 1)' = (ab . 2) 
; (ce . ly = (ac . 2) 
7(de. ly =(ad.2) 
7 (en . 1)' = (an . 2) 



234 



(bb . 1)' — 
(bc . 1)' — 
(bd . 1)' — 
(bn . 1)' — 
(cc . 2)' — 
(cd.iy — 
(cn . 1)' — 
(dd . 1)' — 
(dn) . 1)'- 



(be . 1)' 
(ee . ly 
(be . ly 
(ee . 1)' 
(be . 1)' 
(ee . 1)' 
(be . ly 
(ee . 1)' 
(ce . ly 
(ee . ly 
(ce . 1)^ 
(ee . ly 

(ce . ly 

(ee . ly 
(de . 1)^ 
(ee . ly 
(de . 1)^ 
(ee . ly 



(be . 1)' = (bb . 2) 
(ce . 1)' = (bc. 2) 
(de . 1)' = (bd . 2) 
(en . 1)' = (bn . 2)' 
(ce . ly = (cc . 2)' 
(cd . 1)' = (cd . 2)' 
(en . 1)' = (cn . 2)' 
(de . 1)' = (dd . 2)' 
(en . 1)' = (dn . 1)' 



(aa . 2) — 
(ab . 2) — 
(ac . 2) — 
(an . 2) — 
(bb . 2) — 
(bc . 2) — 
(bn . 2) — 
(cc . 2)' — 
(cn . 2)' — 



= (ab . 3) 



^^^, (ad . 2) = (aa . 3) 

^.(cd.2y=(ac.3) 

(«^ • ^ rdn 2V 
(dd . 2)' ^*^ • ^^ 

(dd . 2)' ^^ • ^^ 

(dd . 2)' ^^ ' ^> 

(dd . 2)' ^'^ • ^^ 



= (an . 3) 
= (bb . 3) 
:(bc.3) 
= (bn . 3) 



H ■ 2)' 

(dd . 2)' ^**^ • '*'' 

^dd72y^'*°'''^ 



= (cc . 3) 
= (cn . 3) 
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(aa.3)-^^j(ac.3) = (aa.4) 
(ab.3)-|^j(bc.3) = (ab.4) 
(an . 3) - (-^j (cn . 3) = (an . 4) 

^^•^^-^^)(^*'-^) = ^^^-^> 
(bn.3)-|^>(cn.3) = (bn.4) 



^**^ ♦ ^^~(Wf| ^*^ • 4) = (aa . 5) 



in. Die Bereohnnng des Oewiehti und dei wahrselieinlielieii Pallien 
▼OB geographisclien L&ngendiffereixieii, die aoi Mondeulminationen 

abgeleitet wurden. 

Eine der gebräuchlichsten Methoden^ den Unterschied 
der geographischen Länge zweier Orte zu finden^ besteht 
in der Beobachtung der Mondeulminationen oder der 
Durchgangszeit des Mondes und der mit ihr benachbarten 
Sterne durch den Meridian verschiedener Orte. Dazu be- 
nutzt man gewöhnlich das Passageninstrument und ent- 
fernt die Unrichtigkeiten in der Aufstellung desselben 
durch die Verbindung der Mondbeobachtungen mit den 
Beobachtungen der erwähnten Sterne. Die Zufälligen Feh- 
ler in der Bestimmung der Durchgangszeit werden da- 
durch beseitigt^ dass man die Zeiten beobachtet^ in welchen 
das Bild des Mondes im Fernrohr des Passageninstru- 
ments durch die verschiedenen vertikalen Fäden des 
Netzes^ welches sich im Focus dieses Fernrohres befindet^ 
hindurchgeht. Im Jahre 1824 gab Gaus im 2. Bande 
der Astronomischen Nachrichten Nr. 26 6ine Regel zur 
Berechnung der Gewichte und der wahrscheinlichen Fehler 
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bei Ermittelung der geographischen Längen durch Mond- 
cukninationen. Der berühmte Geometer hielt es* aber 
für überflüssig diese Regel zu beweisen; wir jedoch kön- 
nen^ nach dem Zwecke unseres Buches, den .Beweis einer 
in der Praxis so vielfach benutzten wichtigen Regel nicht 
fortlassen und müssen daher einen solchen hier hinzufugen. 
Nehmen wir an, dass an einem gewissen Punkte A 
auf der Erdoberfläche der Durchgang des Mondes durch 
den Meridian zur Zeit t mit dem Chronometer beobachtet 
sei und dass u die Correction, die zu t hinzugefugt wer- 
den muss^ um die entsprechende Stemzeit zu erhalten. 
Aehnliche Bedeutungen mögen t' und u' für den Beobach- 
ter besitzen ; der sich an einem andern Punkte A' west- 
lich von A befindet. Bezeichnen wir durch ^t, Jn, .Ji*j 
J\x! die Fehler, die in i, u, t', u' enthalten sind; alsdann 
wird der gesuchte Rectascensionsunterschied der Beobach- 
tungsmomente des Mondes in A' und A 

=ii* + u* — i — M + Ji* + Jxi* — Ji-- Jm sein. 
Wenn man weder den Werth der zubilligen Fehler, 
noch ihre positive oder negative Bedeutung kennt, so lässt 
sich nach der Wahrscheinlichkeit nur über das Mittel ihres 
Zahlenwerthes ein Schluss machen, indem man ihr Zeichen 
-f- oder — unbestimmt lässt. Zur Bestimmung dieses 
Werthes nehmen wir an, dass 

im Punkte A der Mond .... an 1 Fäden, 
der erste benachbarte Stern an a „ 
der zweite ^benachbarte Stern an b „ u. s. w. 
im Punkte A' der Mond ... an 1' „ 
der ei^te benachbarte Stern an a' „ 
der zweite benachbarte Stern an b' „ u. s. w. 
beobachtet sei. 

Bezeichnen wir noch durch + b den mittlem zufälligen 
Fehler in den Beobachtungen des Durchgangs eines der 
erwähnten Gestirne durch einen Vertikalfaden , alsdann 

werden 

iß +fi dt« +€ +« db € 

i/T ' /F yT' TP' W V^ 
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die Fehler in den mitüern Resultaten aus den Beobach- 
tungen des Mondes und des ersten, zweiten u. s. w. Sterns 
in den Punkten A und A' ausdrücken. Hiemach witd 

der Fehler Jf — Jt durch =~ + -— dargestellt und der 

mittlere Werth des Quadrats dieses Fehlers ist 



£ €^_ (1 + IQ ^ 
1' "^ 1 ~ PI • 



Der Stand der Chronometer oder die Grössen u' und 
u werden aus den Beobachtungen der Sterne berechnet. 
Wenn aber hierzu in A' und A nur ein Stern, z. B. der 
erste, beobachtet wäre, so würde im Unterschiede if — u 
ein Fehler enthalten sein, dessen mittleres Quadrat 

= ^ -^ — ist. Genau ebenso wäre es, wenn nur der 

aa' ' 

zweite Stern beobachtet ist, dann würde das mittlere 

Quadrat des Fehlers in u' — u = ^^ — iTy^ — sein, u. s.w. 

Um nun zu zeigen, wie der Fehler mit dei: Vergrösserung 
der Zahl der beobachteten Sterne sich vermindert, nehmen 
wir das Gewicht der Beobachtungen über den Durchgang 
des Mondes oder der ihm nahen Sterne durch einen Ver- 
tikalfaden zur Einheit des Gewichts. Da die Gewichte 
umgekehrt proportional dem Quadrate der mittlem Fehler 
und das der Einheit gleiche Gewicht dem Fehler gleich e 
entspricht, so ergiebt sich, wenn man 

aa' bb' 

^^:f^^ = ""y h+h^ ^ ^ ""' ^- "^-^ a+/S + ... = cr setzt, 

und a das Gewicht der Bestimmung des Unterschiedes 
u' — u nur nach den Beobachtungen des ersten Sternes ; 
ß das Gewicht nur nach dem zweiten Sterne u. s. w. dar- 
stellen; während a die Summe der. Gewichte der einzelnen 
Bestimmungen, oder das Gewicht des allgemeinen Re- 
sultats des Unterschiedes u' — u aus allen Sternen aus- 
drückt, und das Quadrat des mittlem Fehlers, welcher in 

diesem allgemeinen Resultate enthalten = — ist. Hieraus 
^ 
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folgt, dass wenn man A= — „^ setzt, man im Un- 
terschiede V + u' — t — u einen Fehler, dessen mittleres 
Quadrat 

l a la 

ist, annehmen kann, und daher ist das Gewicht des vor- 

hergehenden Unterschiedes gleich , . 

Es mpge h die Zunahme der Rectascension des 
Mondes im Verlauf einer Stunde zwischen den Mo- 
menten der Beobachtungen in A und A' ausdrücken; 
femer möge x den gesuchten Unterschied der geographi- 
schen Längen sein und m das Verhältniss der Dauer einer 
Stunde in derjenigen Zeitgattung, für welche h gegeben 
ist; zur Dauer einer Stunde Stemzeit darstellen, alsdann 
wird X, wie man aus der Astronomie weiss, durch fol- 
gende Gleichungen bestimmt: 

, x = n(t' + u' — t — u) 

15 . 3600 . m 

wo n= T 1 

n 

und X in Zeitmass ausgedrückt wird. 

Wenn h, oder die Bewegung des Mondes im Laufe 
einer Stunde mittlerer Zeit gegeben wird, so istm== 1,00274» 

Der Fehler in x ergiebt sich hiemadi n mal grösser 
als der Fehler, welcher in t' + u' — t — u enthalten ist; 
hierauf schliessen wir, dass das Gewicht von x, n . n mal 

kleiner als das Gewicht t— ; — sein muss, welches zu dem 

aus den Beobachtungen gefundenen Werthe t'+u' — t — u 

gehört; d. h. das Gewicht von x wird = 7^-, — r sein. 

^ ' n.n(A-|-(r) 

Wenn die Mondculminationen viele Tage hinter- 
einander beobachtet wurden, so findet man, um den 
wahrscheinlichen Längenunterschied x zu erhalten, zuerst 
X imd das ihm entsprechende Gewicht für jeden Tag 
besonders; darauf multiplicirt man jeden für x gefundenen 
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Werth mit seinem Gewichte und die Summe solcher Pro- 
ducte dividirt man durch die Summe der Gewichte; der 
Quotient giebt dann den wahrscheinlichsten Werth von x an. 

Bezeichnen wir die Summe der Gewichte durch 2 — tz r : 

nn(/,+(r)' 

alsdann wird das Gewicht P der wahrscheinlichsten Be- 
stimmung des Werthes x dieser Summe gleichkommen^ 
und der mittlere Fehler dieser Bestimmung ergiebt sich 

= -=r WO P = -S 



yT "" nn (A+a)' 

►eobj 



Für gute Beobachtungen, welche mit kleinen trans- 
portablen Passageninstrumenten angestellt sind, kann man 
s = 0";1 in Zeit nehmen. 

Femröhre von verschiedener Güte und Dimension 
stellen den Gesichtswinkel des Mondradius etwas verschie- 
den, meistentheils grösser als er sein sollte, dar; hieraus 
ergiebt sich ein constanter Fehler, der bei Beobachtungen 
des ersten oder westUchen Mondrandes in entgegenge- 
setzter Weise als bei Beobachtungen des zweiten oder öst- 
lichen Mondrandes wirkt. Demnach muss man nach der 
vorhergehenden Regel nur die Beobachtungen vereinigen, 
die sich auf einen Rand des Mondes beziehen, und wenn 
einige Male beide Ränder beobachtet wurden, so kann 
man das Mittel aus dem wahrscheinlichen Resultate der 
Längendifferenz nach dem ersten Rande und aus dem 
wahrscheinlichen Resultate des zweiten Randes flir die 
günstigste Bestimmung der geographischen Längendiffe- 
renz annehmen. 

Beispiel: Im Jahre 1822 wurde am 4. März n. St. 
beobachtet: 

der L Mondsrand inDorpatan5Faden;inManheiman5Fd. 
d.35l Stern Mayers „ „ 4 „ „ „ „ 5 „ 
d. 44 Stemd. Krebs „ „ 2 „ „ „ „5 „ 

Aus der Connaissance des temps für 1822 finden wir, 
dass im mittlem Moment zwischen Mondsbeobachtungen 
in Dorpat und Manheim die Rectascension des Mondes in 
einer Stunde wahrer Sonnenzeit um h=33'12",7=1992",7 
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im Bogen zunahm; das Verhältniss der Dauer einer Stunde 
wahrer Zeit zu der Dauer einer Stunde Stemzeit war 
= m = 1;0026 ; hiemach ist 



log m = 0,00113 

log 15. 3600 = 4,73239 

Summe 4,73352 

log h = 3,29944 

der Unterschied = 1,43408 

die entsprechende 

Zahl 27,17 
1 



n = 26,17 
log 



A=M = ^ 



a 



5 + 5 
5.4 

5 + 4 
5.2 



^"=5 + ^ = 



5 
2 
20 
9 
10 
7 



a=a+ß = 



230 
63 



Xa 



Xa 

X + ä~~ 

= 0,17140 



46 
31 



X +a 
log n n = 2,83560 
der Unterschied = 7,33580 — 10 

iVr = 0,002167 

n n (A + (t) 

Hieraus ergiebt sich die LängendifiPerenz zwischen 

Dorpat und Manheim nach den Beobachtungen des 4. 

März gleich . . . 0,002167. 



m. 

Das Wichtigste zum VerstSndniss und zur Anwendung 
der (Methode der Icleinsten Quadrate 



von 



Prof. Dr. Sohwelsser. 
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Einleitende Bemerkungen. 

Schon längere Zeit benutzte ich bei der Anwendung 
der Methode der kleinsten Quadrate; da wo die nach der 
GaxLBsischen Bezeichnungsweise mit: (na); (ab*); (ac); (bc) . . . 
bezeichneten Quotienten berechnet werden müssen ; statt 
der Logarithmentafehi; Quadrattafeln; ähnlich zusammen^ 
gestellt; wie B es sei in den Astr. Nachr. Nr. 399 solche 
vorschlägt. Die von Letzterem benutzte Tafel hat aber 
den bedeutenden Nachtheil; dass sie eine zu geringe Aus- 
dehnung hat und nur die Quadrate von 0;001 bis 2;000 ^ 
enthält; wodurch man häufig; bei der Controlerechnung 
beinahe immer, genöthigt wird; um die Tafel dennoch zu 
gebrauchen; die Quadrate von Zahlen, die grösser als 2 
sind; auf solche von Zahlen, die kleiner als 2 sind, zurück- 
zufuhren. Wenn gleich dieses sehr leicht ist; indem man, 
unter Annahme s v> 2, eine der folgenden Formeln dazu 
benutzen kann: 

s2 = 2s — l + (s— 1)« 
= 4s — 4-|-(s — 2)^ 
= 68-.9 + (s — 3)» 



so bat man doch wohl zu beachten; dass dadurch der 
Gebrauch der Tafel mühsamer gemacht wird und über- 
dies bei diesen Zwischenrechnungen sehr leicht Versehen 
vorkommen können. Dies scheint denn auch B es sei 
selbst gefühlt zu haben; indem er am Ende seines Auf- 
satzes auf die Leichtigkeit aufmerksam macht; die Tafel 

nach Wunsch zu erweitern. 

16* 
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So sehr nun auch bei der Berechüung des oben 
erwähnten Coeffieienten der Gebrauch von Quadrattafehi 
dem von Logarithmentafehi bei weitem yor2suziehen ist^ 
namentlich auch deswegen; weil alle zu summirenden 
Grössen als Quadrate dasselbe Zeichen -{- haben^ so scheint 
es doch; als ob der Vorschlag Bess^els weniger Anklang 
gefunden habe, als er verdient hätte^ wahilscheinlich wegen 
des mühsamen Gebrauches der Besselsdben Tafel einer- 
seitS; und anderseits weil jeder Bechner für sich die Er- 
weiterung der Tafel hätte ausführen müssen ^ eine Arbeit 
die wohl leicht^ aber zeitraubend ist. 

Um diesem Umstände abzuhelfen; berechnete ich die 
von Beseel vorgeschlagene Tafel bis zu einer Ausdeh- 
nung; die bei gehöriger Zubereitung der Bedingungs- 
gleichungen fiir alle Fälle genügt; und lebe der Hoffnung; 
dasB sie für manchen Rechner eine willkommene Gabe 
sein wird. 

Da Quadrattafeln der Zahlen; die 1000 überschreiten; 
nicht häufig; wenigstens mir bis jetzt keine solchen zU 
Gesichte gekommen sind; so blieb mir nichts andres übrig; 
als die Quadrate aller Zahlen von 1 bis 10;000 zu be- 
rechnen und dann aus denselben die Quadrate aller Zah- 
len von 0,001 bis 9;999 fUr jedes Tausendstel bis auf 4 
DecimaleU; mit Unt^drückung der folgenden; in beque- 
mer Ordnung zusammenzustellen. — ' 

Die Einrichtung dieser Tafeln ist nun der Art; dass 
auf jeder Seite die Quadrate von tausend Zahlen vor- 
handen sind: 
auf der 1. Seite die Quadrate aller Zahlen von 0;000 — 0,999 

;; ;; ^. ff ff fj jf ff / ;; 1;Ü0Ü ljfUu\3 

1f ff O. ;; ;, ;; ;; ;; ;; 2;UÜÜ J fVW 

)} 7J ^* ;? 77 7? 77 77 7? 0,000 0,999 

u. s. w. 

Der Gebrauch derselben ist äusserst leicht. Soll fiir 

eine Zahl das Quadrat geftmden werden, so sucht man 

zuerst in der Tafel diejenige Colonne auf; die als Ueber- 

schrift dieselben Einheiten und Zehntel trägt, wie 
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die gegebene Zahl und geht auf der Oolonne so wfit nach 
unten bis za der Linie; bei welcher die Zahlen in der 
ersten Colonne links dieselben sind, wie die Hundert- 
stel und Tausendstel der gegebenen Zahl. 

Es soll z. B. das Quadrat von 7,234 gefiinden wer- 
den. In der Colonne, die 7,2 als Ueberschfift hat, rückt 
man hinunter bis zu der Linie, in welcher sich in der 
ersten Colonne links 34 befindet. Die dort stehende 
Zahl ist: 52,3308 und dieses ist das Quadrat von .7,-234 
bis auf 4 Decimalstellen genau. — 

Bisweilen begnügt man sich bei den Coeffidenten der, 
der Methode der kleinsten Quadrate zu unterwerfenden 
Bedingungsgleichungen mit der Berücksichtigung von nu» 
zwei Decimalen, in welchem Falle die Anwendung der 
vorliegenden Tafeln durch Herumblättern etwas mehr Zeit 
erfordern würde als absolut nothwendig ist. Deswegen 
habe ich auf der letzten Seite der Tafel die Quadrate 
aller Zahlen von 0,01 bis 9,99 zusammengestellt, so dass 
man die im erwähnten Falle nöthigen Quadratzahlen alle 
auf einer Seite auffinden kann. Die Einrichtung dieser 
Tafel ist ähnlich wie die der grossem, nur stehn als Ueber- 
Schrift der Colonnen blos die Ganzen und in der Co- 
lonne links die Zehntel und Hundertstel als Argumente. 

Soll z. B. das Quadrat von 6,97 gefunden werden, 
so geht man in der Colonne, die 6 als Uoberschrift trägt, 
so weit bis zur Linie hinunter, auf welcher links in der 
ersten Cdonne 97 steht. Die dort stehende Zahl: 48,5809 
ist das Quadrat von 6,97 auf vier Decimalstellen genau, 
von denen die letzte Stelle unterdrückt werden kann, die 
aber doch stehn gelassen wurde, da durch ihre Nichtbe« 
rücksichtigung keine Erleichterung im Gebrauche der 
Tafel eintritt. 

Die genauere Anweisung zum Gebrauche der obigen 
Quadrattafeln bei Berechnung der Coefficienten (an), (ab), 
(ac) . . ., die in der Folge vorkommen wird, führte mich 
weiter als ich anfangs vermuthete, weswegen ich mich 
kurzweg entschloss, zxigleich damit eine für den gewöhn- 
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liehen /jl-ebraueh der Methode der kleinsten Quadrate bei 
astronomischen Rechnungen dienliche Anleitung für die 
bequemste Anordnung der numerischen Redmungen zu 
verbinden und dieselbe in den verschiedenen Fällen durch 
Beispiele zu erleichtem. Natürlich befinden sich dabei 
keine Ableitungen^ wohl aber eine Zusammenstellung der 
gebräuchlichsten Formeln^ so wie Erklärungen der dabei 
vorkommenden Begriffe. Dass ich dabei die Arbeiten 
der grössten Rechner unserer Zeit: Gauss ^ Bessel, 
Struve und Enke durchweg benutzen musste^ wird mir 
wohl Niemand zum Vorwurf raAdien. 



AnweitTing nun Oebranoh der Methode der kleinsten Quadrate, mit 

beionderer Bfickiioht auf ABtronomie. 

§« 1. Wahrscheinlichkeit. 

Die mathematische Wahrscheinlichkeit eines Ereig- 
niBseo ist das Verhältniss der Anzahl der günstigen 
Fälle zur Anzahl aller möglichen Fälle. Es ist die- 
selbe also immer ein acht er Bruch; dessen Nenner die 
Zahl der gleichmöglichen^ dessen Zähler dagegen die Zahl 
der günstigen Fälle angiebt. Ist die Zahl der günstigen 
Fälle eines Eneignisses gleich der Zahl der gleichmög- 
liehen^ so wird die mathematische Wahrscheinlichkeit desh 
selben = 1 oder gleich der Gewissheit, indem hier 1 
das Symbol der Gewissheit ist. 

Es sei z. B. ein Würfel vorhanden , der auf seinen 
6 Seiten die Zahlen I, 2, 3; 4; 5; 6 trägt, so giebt es 
6 Zahlen, von denen bei einem Wurfe die eine ebenso 
leicht oben zu liegen kommen kann, als die andere; die 
Anzahl der gleichmögUchen Fälle ist hier also = 6. Für 
die Annahme, dass beim ersten Wurfe eine bestimmte 
Zahl, z. B. 4, oben zu liegen komme, ist nur ein günsti- 
ger Fall vorhanden, demnach ergiebt sich die Wahrschein- 
lichkeit, dass bei einem Wurfe die Zahl 4 oben stehe 
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:as ^/^, Hätte mall einen Würfel ^ der die Zaiil 4 (oder 
eine andere Zahl) zweimal enthielte ^ so wäre die Wahr* 
scheinlichkeit; dass beim ersten Wurfe diese Zahl oben 
zu liegen käme = % = Vg. Bei einem Würfel, der 
lauter 4 auf seinen Flächen trüge, wäre es gewiss, dass 
bei einem Wurfe 4 oben zu stehen käme, und in der 
That ist in diesem Falle die Wahrscheinlichkeit dadfiir 
= ö/g = 1^ d. h. gleich der Gewissheit. 

Ist die Wahrscheinlichkeit irgend eines Ereignisses 
grösser^ als %, so hat dieses die absolute Wahrschein- 
lichkeit för sich, d. h. es ist wahrscheinlicher, dass das> 
selbe eintritt, als dass es nicht eintritt. 

Enthält z. B. der obenerwähnte Würfel 4 mal die 
Zahl 1 und nur 2 mal andere Zahlen, so ist die Wahr- 
scheinlichkeit eine 1 zu werfen = ^/^ = % > also ]> % 5 
somit hat dieses Ereigniss die absolute Wahrscheinlichkeit 
für sich, und es ist wahrscheinlicher eine 1 als eine der 
andern Zahlen zu werfen. Ist die Wahrscheinlichkeit 
eines Ereignisses = V27 ^ ^^ ^^ ebenso wahrscheinlich, 
dass dasselbe eintritt, als dass es nicht eintritt.' 

§. 2. Beobachtungsfehler. 

Bei jeder Beobachtung, selbst der einfachsten, und 
bei möglichst angewandter Sorgfalt in der Entfernung 
aller Einflüsse, die einen Irrthum bewirken könnten, wer- 
den Fehler begangen, welche in Folge einer grossen An- 
zahl von Fehlerquellen entstehen, die wir nicht genau 
kennen, oder deren Einfluss wenigstens nicht der Rech- 
nung unterworfen werden kann. 

Es giebt zweierlei Arten Fehler, constante und 
zufällige. 

Unter constanten Fehlern versteht man gewöhnlich 
diejenigen, deren Quellen nicht immer vorkommen, son- 
dern nur bei einer gewissen Art die Beobachtungen an- 
zustellen, etwa nur bei einem bestimmten Instrumente und 
bei einer besondern Individualität. 

Zufällige Fehler dagegen sind solche, die unter 
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allen Umständen eintreten^ und sie allein können eigent- 
lich der Wahrscheinlichkeitsredmiing unterworfen wer^ 
den, jene nicht 

Ln Grande sind aber die Ursachen der geringeren 
Constanten Fehler an und flir sich gaaiz analog den 
Ursachen^ welche die zufälligen Fehler hervorbringen^ 
selbst die gänzliche Vermeidung aller constanten f^düer 
ist so gut wie unmögKch. — 

Hat man nun die constanten Fehler so viel als mög- 
lich verringert oder in Rechnung gebracht^ so bleiben bei 
jeder Beobachtung noch eine grosse Anzahl Fehlerquellen 
übrig; die theils zufällige (oder irreguläre) ^ theils kleine 
constante Fehler bewirken. Vielfache Untersuchungen 
über diesen Gegenstand haben nun dargethan^ dass^ wenn 
eine grosse Anzahl von FehlerqueUen unabhängig von 
einander wirken^ das Gesetz ^ welchem die Fehler folgen, 
dasselbe ist, als ob nur zufällige Fehler stattfänden, somit 
die Wahrscheinlichkeitsrechnung angewandt werden kann. 
Dabei ist aber zu bemerken, dass keine Fehlerquelle be- 
deutend über die andere hervorragen darf, sondern ein 
gewisses Gleichgewicht zwischen den Wirkungen der Feh- 
lerquellen stattfinden muss. — 

Die Wirkung der constanten Fehler auf das Resultat, 
so lange sie nicht anderweitig bekannt sind, lässt sich 
aber nicht durch die Wahrscheinlichkeitsrechnung bei einer 
. Methode der Beobachtung vernichten, es können dieselben 
nur erkannt werden, wenn die Resultate versdiiedener 
Methoden, verschiedener Beobachter und verschiedener 
Instrumente unter einander verglichen werden. 

§• 3. Wahrscheinlichkeit bei Beobachtungsfehlern« 

Aehnlich, wie oben beim Würfel, verhält es sich bei 
den Beobachtungsfehlern. Ist z. B. die Anzahl d^ Be- 
obachtungsfehler in einer Reihe von vielen Beobachtungen 
= m, die Anzahl der Beobachtungsfehler innerhalb zweier 

bestimmten Grenzen = i, so ist — die Wahrscheinlichkeit, 

m 
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dass eine neue Beobachtung derselben Art einen Fehler 
habe, der innerhalb der angenommenen Ghrenzen liege. 

Es wurde z. B. die Polhöhe eines Ortes (die übrigens 
schon sonst genau bekannt sein soll) 1000 mal auf ein 
and dieselbe Weise bestimmt ^ hierauf wurde die Diffe> 
renz des Resultates jeder Beobachtung von dem wahren 
Wert he notirt imd gefunden^ dass 

200Beob. von d. wahren Werthe abwichen zwischen 0",0 u. 0",1 

^^* n }} }} ;; w ?; ;? "7I }} ^* 

166 w }j }} }} }7 V yy 0>2 „ 0,3 

■*" ;; V )) }y ;? 7; 7> ^>*^ ;; ^>^ 

••77 ;; yy yy i? >> yy ^^ ;7 ^y^ 

^ 7> 77 77 77 77 77 77 ^7" 77 ^7* 

*^ 77 77 77 77 77 77 77 ^7' 77 ^7*^ 

^^ 77 77 yy yy 77 77 77 ^»" 77 ^7*^ 

*^ yy 77 77 77 77 77 77 ^7*^ 77 ^'> 

17 „ „ „ „ ;, „ „ 1,0 „ darüber. 

Macht man also wieder eine Bestimmung derselben 

Art, so ist: 

200 1 
die Wahrsch. dass d. neue Beobf. fällt zwischen 0",0 u. 0", 1 . . . = \f^ru\ = c 

M 7» 77 »7 77 ,77 * 77 77 "7^ 77 ^7^ ^=^\)ylGi 
}} 77 77 77 77 77 77 77 ^7^ }j 0,3 =0,166 

Femer: 

die Wahrsch. dass d. neue Beob. fällt über 1",0 = 0,017 

,; „ „ „ „ „ „ zwischen 0,0 u. 0,2 =0,387 

„ „ „ „ „ „ „ „ 0,0 „ 0,3 =0,553 

Wie diese Zahlen für die Wahrscheinlichkeit andeu- 
ten, ist die Wahrscheinlichkeit für geringere Beobach- 
tungsfehler grösser, als diejenige für bedeutendere 
und man sieht, dass es wahrscheinlicher ist, dass der 
Fehler einer neuen Beobachtung kleiner denn grösser als 
0'',3 ausfällt, indem die Wahrscheinlichkeit für Beobach- 
. tungsfehler unter 0",3 schon grösser als y^ ist. 
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§. 4. Wahrscheinlicher Fehler. 

£b ist nun leicht mögli(^ ftlr eine solche Beobach- 
tungsreihe wie im vorigen Beispiele einen Fehler anzu- 
geben; fiir welchen die Wahrscheiiüichkeit = % ^^ (hier 
etwa 0",27) und welcher die Eigenschaft besitzt; dass 
ebenso viele (in unserm Beispiele 500) Beobachtungs- 
fehler grösser; denn kleiner; als er selbst ist; vorkommen. 

Dieser Fehler; von welchem wir sprechen, wird der 
wahrscheinliche Fehler der Beobachtungsreihe ge- 
nannt. Bei einer neuen Beobachtung derselben Art ist 
es ebenso wahrscheinlich, dass ein Fehler begangen wird, 
der grösser, als der wahrscheinliche Fehler, als dass ein 
Fehler begangen wird der kleiner, als der wahrschein- 
liche Fehler, ist. 

In der Folge werden wir mehrere Arten, den wahr- 
scheinlichen Fehler einer Beobachtungsreihe zu ermitteln, 
kennen lernen: hier genüge es eine anzuführen, die auf 
die Eigenschaft desselben basirt ist. 

Schreibt man nämlich die m Beobachtungsfehler einer 
Beobachtungsreihe, in welcher eine grosse Anzahl (m) Be- 
obachtungen gemacht wurden, der Reihe nach auf, ohne 
Rücksicht auf deren ^Zeichen, jedoch nach ihrer Grösse 
geordnet; so ist derjenige Fehler; welcher sich in der 
Mitte befindet (oder bei einer geraden Anzahl von Be- 
obachtungen^^ das arithmetische Mittel aus den beiden Feh- 
lem in der Mitte), der wahrscheinliche Fehler der Beobach- 
tungsreihc; weil ebenso viele grössel'e; denn kleinere Fehler; 
als er selbst ist, vorkommen. 

§, &. Theoreme, auf welchen die sogenannte Methode der kleinsten 

Quadrate beruht. 

a) Eine grössere Anzahl von Beobachtungen erregt 
die Hofihung, dass das aus den Beobachtungen gewonnene 
Resultat der Wahrheit näher liege, als aus weniger Be- 
obachtungen derselben Art. 

b) Kleinere Beobachtungsfehler sind wahrscheinlicher 
als grössere, d. h. bei einer grossen Beobachtungsreihe 
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kommen häufiger kleinere Abweidnmgen von der Wahr- 
heit vor, als grössere. 

c) Positive und n^ative Beobaditungsfehler sind 
gleich wahrscheinlich; d. h. bei einer Beobachtung ist es 
ebenso leicht einen um eine gewisse Quantität zu grossen 
als zu kleinen Werth, denn die Wahrheit ist , für die 
zu ermittelnde Grösse zu finden. 

d) Wenn eine beliebige Anzahl gleich guter directer 
Beobachtungen einer unbekannten Grösse gegeben ist, so 
bestimmt das arithmetiBche Mittel aus allen beobachteten 
Werthen den wahrscheinlichsten Werth der unbe- 
kannten Grösse, so weit er aus den vorliegenden Beobach- 
tungen folgt. 

Es sei z. B. gefimden: 

X = n 
X = n' 
X = n" 



X = n*" ~ * 



so ist der wahrscheinlichste Werth von x, welchen 
wir durch X bezeichnen wollen, 

^ _ n + n^ + n^^ -f . . . + n"^-> 

m 
wo m die Anzahl der Beobachtungen, bezeichnet. 

§. 6. Methode der kleiusteu Quadrate. 

Die Aufgabe der Methode der kleinsten Quadrate ist 
nun: Bei irgend welcher Anzahl von unbekann- 
ten Grössen die wahrscheinlichsten Werthe der- 
selben aus einer beliebigen Anzahl von Beobach- 
tungen, die jedoch grösser als die Anzahl der 
Unbekannten sein muss, ^u bestimmen. 

In der Theorie der Methode der kleinsten Quadrate 
wird mm bewiesen, dass für jede beliebige Anzahl der 
aus den Beobachtungen zu bestimmenden Grössen (nicht 
nur einer, wie oben) diejenigen Werthe die wahrschein- 
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Uchsten sind, für welche die Soinme der Quadrate der 
Fehler ein Minimum wird. 

Die obige Aufgabe wird noch auf zweierlei Weise 
modificirt: 

1) Indem die unbekannten Grössen als von einander 
unabhängig angenommen werden^ worauf der Fall zurückr 
geführt werden kann^ in welchem die Unbekannten von 
einander abhängig sind. 

2) Dass die zu ermittelnden Qrössen nur aus linearen 
Gleichungen (worin die Unbekannten in der ersten Potenz 
vorkommen) bestimmt werden. Gewöhnlich befinden sich 
dieselben in andern Functionen. Man muss daher genü- 
gende Näherungswerthe kennen und Differenzausdrücke 
entwickeln^ sodass blos die Correctionen zu den bekann- 
ten Näherungswerthen in den ersten Potenzen zu suchen 
sind; wobei die übrigen Potenzen als zu vernachlässigende 
betrachtet werden »können. 

Während die Theorie der Methode der kleinsten 
Quadrate sich mit der Entwickelung der Formeln zur Be- 
stimmung der , erwähnten wahrscheinlichsten Werthe und 
der Sicherheit derselben beschäftigt; so hat es die Praxis 
mit der wirklichen Lösung numerischer Aufgaben zu thun; 
und es sollen im Folgenden die geeignetsten Anweisungen 
zu diesem Behufe gegeben und jedesmal an Beispielen 
erläutert werden, wobei zuerst eine und hierauf mehrere 
unbekannte Grössen in Betracht zu ziehen sind. 

Zunächst sind noch einige Begriffe festzusetzen. 

§. 7. Mittlerer Fehler.*) 

Nehmen wir an, der wahre Beobachtungsfehler 
sei die Differenz zwischen den Ergebnissen der einzelnen 
Beobachtung und der anderweitig bekannten; absolut wah- 
ren Grösse, dann versteht man unter mittlerem Fehler 



*) Die französischen Mathematiker bezeichnen gewöhnlich mit 
Terreur moyenne (mittlerer Fehler) dasjenige, was die Grelehr- 
ten der übrigen Nationen wahrscheinlichen Fehler nennen. 
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einer Beobachtangsreihe die Quantität welche mau erhält^ 
wenn man die Summe der Quadrate der wahren Be- 
obachtungsfehler durch die Anzahl der Beobachtungen 
dividirt und aus dem Quotienten die Quadratwurzel zieht 
Durch die Beobachtungen erhält man aber nie die Wahr- 
heit selbst; sondern nur eine Annäherung an dieselbe; 
z. B. durch Anwendung des arithmetischen Mittels den 
wahrscheinlichsten Werth; den wir im Allgemeinen 
genöthigt sind, statt der Wahrheit zu gebrauchen. Wenn 
man aber diesen bei der Berechnung des mittleren Fehlers 
statt des wahren Werthes benutzt; so erhält man einen 
etwas zu kleinen mittleren Fehler; da die Summe der 
Quadrate der Fehler für jeden andern Werth grösser 
als fiir jenes wird. 

Es kann nun nachgewiesen werden; dass man unter 
Anwendung des arithmetischen Mittels statt des wahren 
Werthes bei Berechnung des mittleren Fehlers einer Be- 
obachtungsreihe mit emer unbekannten Grösse; um diese 
letztere so genau als möglich zu erhalten; die Summe der 
Fehlerquadrate so ansehen muss; als ob sie nicht zu m; 
sondern m — 1 Fehlem gehören ; wo m die Anzahl der 
Beobachtungen ist; weswegen man also die Summe dieser 
Fehlerquadrate nicht durch m; sondern durch m — 1 divi- 
diren muss. 

§. 8. Berechnung des wahrscheinlichen Fehlers aus dem mittleren 

Fehler. 

Es sei € der mittlere Fehler; r der wahrschein- 
liche Fehler; so ist stets 

r = 0;674489 . 6. 

Noch giebt es eine andere bequemere; freilich nicht 
ganz so genaue Art; den wahrscheinlichen Fehler zu be- 
stimmen; die oft angewandt wird; wenn nicht schon die 
Summe der Fehlerquadrate bekannt; oder sonst nöthig ist. 

Es sei €^ das arithmetische Mittel aus. allen Fehlem; 
ohne Rücksicht auf die Zeichen; dann ist 

r = 0;845347 s^. 
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Zu bemerken ist^ dass auch hier bei der Bereohnuag 
von €i, wie bei der Berechnung der Fehlersumme e, nicht 
durch m, sondern durch m — 1 dividirt werden muss. 
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Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate bei der Er- 
mittelung einer Unbekannten. 

A. Wenn die Beobachtungen als gleich genau be- 
trachtet werden können. 

§. 9. Mittlerer und wahrscheinlicher Fehler einer Beobachtung 
und des arithmetischen Mitteb aller Beobachtungen einer Beobach- 

tongsreihe. 

a) Wenn uns einzelne Beobachtungen vorliegen. 
Es sei gefunden: 

X = n aus der 1 . Beobachtung^ 

X = 

X = 

X = 

X = 

und das arithmetbche Mittel möge X heisseu; so sind 

y = X — n 
y' = X — n' 

v"=X — n" 



n' 


7} 


V 


2. 


}> 


n" 


7} 


77 


3. 


>y 


n'" 


yy 


?? 


4 


n 


n'v 


V 


77 


4. 


n 



die übrigbleibenden Fehler. 

Femer sei: 

der mitdere Fehler einer Beobachtung ..».€, 

der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels EI^ 

die Anzahl der Beobachtungen . m^ 

der wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung r, 

der wahrscheinliche Fehler des arithmetischen 

Mittels; oder der wahrscheinliche Werth 

der Unbekannten ^ ^ R, 

so ergiebt sich; wenn man die Bezeichnungen einfiihrt : 

n + n' 4- n" + n'" + . . . = (n) 
y2+ y'2_|. y^j^ y///2^ . . . = iy^) 



a5& 



d. wahrscheinliche Werth von x .. . X == ^^ 

m 

mittlerer Fehler einer Beobachtung € = l/ .JLj- . 

f m — 1 

mittlerer Fehler des Mittels (End- 
resultats) £=]/_(!:!)_= !L 

r m(m— 1) ym 

wahrscheinlicher Fehler einer Be- 
obachtung r= 0,6745 . b 

wahredieinlicher Fehler des Mit- 
tels (Endresultats) R = 0,6745 . E = 



1^ 

oder etwas weniger genau wird derselbe auch mit Hilfe 

(v) 
von «1 = ' ^ \. j wo die v absolut, ohne Rücksicht auf 
m — 1 

die Zeichen genommen werden, ausgedrückt, und zwar: 
wahrscheinlicher Fehler einer Beobachtung r^ =0,84535 . «^ 

wahrscheinlicher Fehler des Mittels . . Ri=-7=r. 

ym 

§. 10. Beispiel. 

Es wurde im Jahre 1845/1846 die Polhöhe der Mos- 
kauer Universitäts-Sternwarte durch Beobachtungen mit 
dem Passageninstrumente bestimmt. Die Beobachtungen 
von ^ Urs. maj. gaben folgende verschiedene Polhöhen: 



Polhöhe qp = 



Die Unterschiede vom 
arithmet. Mittel, od«r 
übrighleibendeF^hler. 



Quadrate der übrig- 
bleibenden Fehler. 



55» 


45' 


22",13 


2",42 


5,856 


55 


45 


19,24 


0,47 


0,221 


55 


45 


19,19 


0,52 


0,270 


55 


45 


20,69 


0,98 


0,960 


55 


45 


21.84 


2,13 


4,537 


55 


45 


19,76 


0,05 


0,002 


55 


45 


17,62 


2,09 


4,368 


55 


45 


18,99 


0,72 


0,518 


55 


45 


19,20 


0,45 


0,203 


55 


45 


19,13 


0,58 


0,336 


55 


45 


19,24 


0,47 


0,221 


55 


45 


19,42 


0,29 


0,084 



X=55« 45' 19",71 



11,17 



17,576 
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Hier ist m = 12, m — 1 = 11 

(1-)= 11,17 (>.«) = 17,576 

Cj = 1,015 

e = 1,264 E = 0,365 

r = 0,853 R = 0,246 

Fl =0,858 Ri = 0,248 

§.11. Genauigkeit und Gewicht. 

Die Genauigkeit einer durch Beobachtungen ge- 
fundenen Grösse wird nach ihrem wahrscheinlichen Fehler 
beurtheilt; und je unbedeutender der wahrscheinliche Feh- 
ler^ desto genauer ist die Bestimmung. 

Beispiel: Oben wurden aus den Beobachtungen von 
K Urs. maj. die Polhöhe gefunden 

55^ 45' 19",71 mit dem wahrsch. Fehler 0,246. 
Die Beobachtungen von y Draconis ergaben 

550 45' 19",39 mit dem wahrsch. Fehler 0,145, 
folglich ist die erste Bestimmung genauer als die letztere. 

Wenn man gefanden hat: 
aus einer Bestinmiung x = n mit dem wahrscheinlichen 

Fehler r und dem Gewichte 1, 
aus einer zweiten Bestimmung x ^ n' mit dem wahrsch. 

Fehler r' und dem Gewichte h,. 
so ist die Genauigkeit der letzteren Bestimmung h', be- 
zogen auf dieselbe Einheit der Genauigkeit, 

r 

und demnach wäre in dem oben erwähnten Beispiele die 

Genauigkeit der zweiten Bestunmung in Beziehung auf die 

246 ' 
'"^ UMÖ' ^^"^'^ "^ IV. mal genauer. Ist r'=V.r, 

SO ist die zweite Bestimmung, doppelt so genau als die 
erste. Um in einem Resultate eine Genauigkeit y aus 
Beobachtungen zu erhalten, die einzeln die -Genauigkeit 
1 haben, braucht man y^ Beobachtungen. 

Das Gewicht einer durch Beobachtungen gefimden^i 






257 

Grösse wird die Anzahl von gleich guten Beobachtungen 
einer bestimmten Art genannt, (deren Genauigkeit als 
Einheit der Genauigkeit angesehen werden soll), welche 
erforderlich sein würde, um aus ihrem arithmetischen Mittel 
eine Bestimmung von gleicher Genauigkeit zu erhalten, wie 
die des gefundenen Werthes ist. 

Nehmen wir z. B. an, dass bei einer Bestimmung 
der Polhöhe die Genauigkeit = 1 sei, für den wahrschein- 
lichen Fehler =: 1'', so würde man für eine Bestimmung 
y = n, dessen wahrscheinlicher Fehler 0",25 ist, die Ge- 
nauigkeit 4 erhalten, denn es ist h =7röe> ^^^ ^^ wären 

16 gleich guter Beobachtungen (mit der Genauigkeit =1) 
nothwendig, um für cp = n aus dem arithmetischen Mittel 
dieser 16 Beobachtungen dieselbe obere Genauigkeit 4 
zu erhalten. Nehmen wir nach dem Vorhergehenden an, 
dass der wahrscheinliche Fehler des mittleren Resultats 
der 16 Beobachtungen gleich dem wahrscheinlichen Feh- 
ler der einzelnen Fehler = 1 gesetzt sei, folglich ist 

1 ' 

k = -jrr- = y4, denn h ist = V^ und die Genauigkeit 

des mittleren Resultats H = 4, wonach das Gewicht die- 
ser Bestimmung 16 wäre. Für (p = n', mit dem wahr- 
scheinlichen Fehler 2", wäre die Genauigkeit = Va und 
das Gewicht = V4, und es würden 4 solche Beobach- 
tungen nothwendig sein, um eine Genauigkeit zu erreichen, 
die man aus einer Beobachtung mit dem wahrscheinlichen 
Fehler einer Secunde erhält. Für q> = n", mit dem wahr- 
scheinlichen Fehler von 5", wäre die Genauigkeit Vi ^^d 
das Gewicht V26; ^^^ ^^ wären 25 solcher Beobachtun- 
gen erforderlich, um die Genauigkeit = 1 zu erlangen, 
die man aus einer einzelnen Beobachtung, deren wahr- 
scheinlicher Fehler = 1" ist, erhält. Und so ist leicht 
einzugehen, dass, um im Resultate der Beobachtungen die 
Genauigkeit y zu erhalten, y^ Beobachtungen, von denen 
jede die Genauigkeit 1 besitzt, nothwendig sind. Folglich 
ist das Gewicht für die Genauigkeit y gleich y*- 

17 
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Setzt man das Gewicht = 1 für den wahrscheinlichen 
Fehler = 1, nnd nimmt an, dass bei der 
1. Bestimmung x=:n mit dem wahrsch. Fehler = r und 

dem Gewicht dieser BeBtimxnungp = ^ 
bei einer 2. Bestimm, x = n' mit d. wahrsch. Fehler = r' und 

dem Gewicht dieser Bestimmung p' = — 
bei einer 3. Bestimm. x=n"mit d. wahrsch. Fehler =r" u. 

dem Gewicht dieser Bestimmungp"= -^ 

u. s. w. gefunden wurde, so ipt der wahrsch. Werth X von x : 
y _ pp + ny + n'V+« ■ ' _ (np) 

P-f7P' + P" + --- (P) 

das Gewiqht P von X: P = (p) 

der wahrscheinliche Fehler E von X: R= \/— = -r^. 

r (p) . /p • 

Oder benutzt man unmittelbar den wahrscheinlichen 
Fehler, so ist: 



X = 



+ Ä+i+... "&) 



r» 

das Gewicht P von X: P = (^ 
der wahrscheinliche Fehler R von X: R = TA(r*)- 

§. 12. 

Die verschiedenen, bei der oben erwähnten Polhöhen- 
bestimmung benutzten Sterne gaben die nachfolgenden 
Resultate und besitzen die unten angegebenen wahrschein- 
lichen Fehler und Gewichte. Dabei muss man sich jedoch 
nicht wundern, wenn die wahrscheinlichen Fehler von 
. C Urs. maj. und y Draconis nicht dieselben sind, wie die 
früher angegebenen; dies kommt daher, weil hier noch 
die von der Declination abhängigen wahrscheinlichen Feh- 
ler hinzugekommen sind. 
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Namen der Sterne. 


PoUiChe. 


Wahrscheinl. 
Fehler =^ r. 


Gewicht = -5. 
r' 


ß Draconis . . . 


550 45' 20",29 


0",248 


16,26 


y Draconis . . . 


19,39 


0,270 


13,72 


v^ Draconis . . • 


20,61 


0,199 


25,25 


v^ Draconis # . . 


20,27 


0,230 


18,90 


gt Draconis . . . 


19,81 


0,188 


28,29 


X Cygni .... 


19,61 


0,398 


6,31 


y Urs, maj* . . 


19,22 


0,208 


23,11 


^ Urs. maj. pr . 


19,08 


0,179 


31,21 


^ Urs. maj. sq . 


19,71 


0,257 


15,14 



Mit Weglassung der Grade und Minuten, wird 

„ 20^^;29 . 16,26 + 19^S39 . 13,72 + 20^61 . 25,25 + 

* 16,26 + 13,72 + 

+ 20^^27 . 18,90 + 19^^81 . 28,29 + 19^S61 . 6,31 + 
+ 25,25 + 18,90 + 28,29 + 6,31 + 23,11 + 31,21 + 

+ 19''22 . 23,11 + ]9",08 . 31,21 + 19",71 • 15,14 



+ 15,14 



X = 



3521",7 



178,19 
Demnach die Polhöhe 

9) = 550 45' 19",763 mit dem Gewichte 178,19 und dem 

wahrscheinlichen Fehler 0",075, 

den man aus der Formel R = -y=r = , findet. 

/P 1/178,19 

§. 13. 

b) Sind die Resultate verschiedener Beobachtungs- 
reihen zu verbinden und zu berechnen und man hat 

X = n aus m Beobachtungen 



X = n' 



X 
X 



n 
n 



i4 



Hi 



)y 



)} 



V 



m' 
m 
m 



4i 



iii 



)} 
}> 
}} 



U. 8. W. 

gefunden, so ist der wahrscheinliche Werth von x: 



17 



r* 



260 

X — P^P + "^'^' + T^''T^'' + T^'"'^'" + - ■ ^ (mn) 
m + m' + m" + m"' + . . . ~ (m) 

und 

V =X — n 

v' = X — n' 

v''==X — n" 
wo bei der Multiplication die grossen Werthe, die bei 
jedem n gleich sind, wie z. B. Grade und Mmuten, weg- 
gelassen werden. 



= 1/ ("^ 

r (m)-l 



wo (mv^) =mi;^+m'i;'^4-m'V*-}- . . . 



E = -rL. r = 0,6745.« R 



Wie leicht einzusehen, sind in diesem Falle die Zah- 
len m, m', m",... die Gewichte der Bestimmungen 



n, n', n", . . . 



Wenn das wahrscheinlichste Resultat aus mehreren 
Bestimmungen herzuleiten ist, deren wahrscheinliche Feh- 
lei* unbekannt sind, von denen man aber weiss ; dass sie 
aus irgend welcher Ursache nicht dieselbe Genauigkeit 
haben, so muss man auf irgend eine Weise, wenn es an- 
ders nicht möglich ist durch blosse Schätzung, ihre ge- 
genseitige Genauigkeit oder ihr Gewicht zu fixiren suchen, 
und vertUhrt dann wie folgt: 

Sind: h, h',h", . .'. dieGenauigk. d. einzelnen Bestimmungen 
oder : p, p', p", ... die Gewichte „ „ „ 

welche folgende verschiedene Werthe von x ergeben haben : 

X = n 
X = n' 



n" 



so wird der wahrscheinliche Werth X von x berechnet aus 

_ nh^ + n^h^^ + n^^h^^^ + » ^ » _ (nh») 
. h« + V» + h"2 -h ... ~ (h«) " 
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oder aus: ^ 

y _ np + n'p' + n"p" + • • ■ _ (np) 
p + p' + p" + ... - (p)- 
Der mittlere Fehler einer Bestimmung^ mit dem Ge- 
wichte 1 behaftet^ ist: 



= 1 At^ -;= 1/_P^ 

rm— 1 rm-i 



wo m die Anzahl der Bestimmungen und 

V =:X — n 
v' —X — n' 
r'' = X — n'' 



Der wahrscheinliche Fehler einer Bestimmung mit dem 

Gewicht 1 ist: 

r == 0,6745 . a 

und der wahrscheinliche Fehler von X ist: 



Sollte man überdicEl wünschen den wahrscheinlichen 
Fehler einer Bestimmung, z. B. derjenigen die h^^ zur 
Genauigkeit, oder p'^ zum Gewicht hat, so wäre er, 
wenn wir ihn mit r^^ bezeichnen, nach folgender Formel 
zu finden: 

r r 



yv' VW 

Auf ganz gleiche Weise ist eine Beobachtungsreihe 
zu behandeln, deren einzelne Beobachtungen verschiedene 
Genauigkeiten oder verschiedene Gewichte haben. 

§. 16. Beispiel. 

Es wurden 14 Bestimmungen eines Winkels gemacht; 
deren Kesultate in der Columne n (mit Weglassung der 
bei allen Bestimmungen gleichen Grade und Minuten) vor- 
kommen. Daneben stehen in der Columne p die Gewichte 
der verschiedenen Bestimmungen, in der Columne pn die 
Producte von p mit n. 
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n 


P 


pn 


V 


t^ 


^ 


45",^ 


5 


225,00 


5,22 


27,248 


136,24 


31,25 


4 


125,00 


+ 8,53 


72,761 


291,04 • 


42,50 


5 


212,50 


— 2,72 


7,398 


36,99 


45,00 


, 3 


135,00 


5,22 


27,248 


81,74 


37,50 


3 


112,50 


+ '2,28 


5,196 


15^9. 


38,33 


3 


115,00 


+ 1,45 


2,103 


6,31 


27,50 


3 


82,50 


+12,28 


150,798 


452,39 


43,33 


3 


130,00 


— 3,55 


12,603 


37,81 


40,63 


4 


162,50 


0,85 


0,723 


2,89 


36,26 


2 


72,50 


+ 3,53 


12,461 


24,92 


42,50 


3 


127,50 


2,72 


7,396 


22,19 


39,17 


3 


117,50 


+ 0,61 


0,372 


1,12 


45,00 


2 


90,00 


— 5,22 


27,248 


54,49. 


40,83 


3 


122,50 

1 


1,05 


1,103 


3,31 . 



Es ist nun : (pn) = 1830,00 ; (p) = 46 ; 

also: X = ^^ = 39",78. 

Die mit v bezeichnete Columne erhält man durch 
Subtraction jedes n von 39",78, und dann wurden die in 
den Columnen v^ und pv^ stehenden Werthe berechnet; 
sodass man nach Addition der Grössen in der letzten Co- 
lumne erhält: 

(pi;2) = 1167,03. 

Da femer m = 14, so wird : 

e = 1/iy = 9",475 

r = 0,6745 . 9",475 = 6",391 
und dies wäre der wahrscheinliche Fehler einer Bestim- 
mung, die das Gewicht 1 hat. 

Der wahrscheinliche Fehler von X ist: 

R = ^-^ = 0",9423. 
/46 ' 
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Für ein? Begtimmnng, die du Grewicnt 5 h«t, ist dfir 

wahrecheinl. FeUer =*= H=-=-=2",8682 

Für eine Bestimmung , die das G«wi<^t -4 hat , ist d^r 

wahrecheinl. Fehler =2-^ = 3" 1955 

Für eue Bestimmung, die das Gewicht 3 hat, ist ^er 

an QQI 

wahrsdieinl. Fehler = --'^ = 3",6898 

/3 

Für eine Bestimmung, die das Gewicht 2 hat, ist der 

wahrscheinl. Fehler = ^-^ = 4",5192 

§« 16. Das Verhältniss zwischen Genauigkeit, Gewicht und wahr- 

seheinlidiem Fehler. 

Es sei: 

für eine Bestimmung - 1 für eine zweite Bestimmung 

die Genauigkeit h h' 

das Gewicht p p' 

der wahrsch. Fehler r r' 

80 hat man folgende Verhältnisse: 

h:h' = r':r ^'^^ ^) 

V:h=/p^:y^ h' = ^ 2) 

p':p=h'f;y ' .P'=^' 3) 

P':p=r*:r'> P' = ^ 4) 

hr 
r' : r = h:h' ^' = p ^) 

r':r=Yi'-V?' r' = -^ 6) 

Ist die Genauigkeit fiir die eirste Bestimmung = 1^ 
so ist für die zweite: 



-=?^ v=l/£ 
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Damit z. B. li' = 2 weide, moss r' = Va i^ o^^ p'=4p sein; 
» n.» h' = 3. „ „ r'==Var „ p'=9p „ 
Ist das Gewiolit der ersten Bestimninng = 1, dann 
ist das der zweiten: 

, h.'* , r» 

P'=y; P'=pi- 

Damit z. B. p' =2 werde, muss h' säHt/^ oder t* ^ L~. sein; 

„ ., »P'=3 „ „ h'=h/3 „ r'=}^ „ 

Ist der wahrscheinliche Fehler der ersten Be- 
stimmung = 1, so ist er fiir die zweite: 

Damit z. B. rf=2 werde, muss h' = Vah oder p' = V4P söin ; 



V J7 jj r'=Va „ „ h' = 2h „ p'=t4p .„ 



§. 17. Wahrscheinlicher Fehler einer Function X, wenn die'Vahr- 
scheinlichen Fehler der einzelnen Theile gegeben sind« 

1) Wenn X = a-f-ai u. die Beobachtungen ergeben: 

den wahrsch. Fehler von a = r ; 
den wahrsch. Fehler von ai=ri; 
so ist der wahrscheinliche Fehler von X : 

2) Wenn X === a + a^ + ag + ag + • . . und 

der wahrscheinliche Fehler von a . . . = r 

;; . w 

)> 9} 

so ist der wahrscheinliche Fehler von X: 

3) Ist r = ri = rg = rg . , . , und sind n Glieder fiir 
a, so ist: 

• R = r y n. 



V 


}} 


a« • • • — — r^ 


n 


V 




}} 


» 


%• • • 1*3 
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4) Ist der wahrsch. Fehler einer Beobaohtung = r, 
Bo ist der wahrsch. Fehler des arithmetischen Mittels: 

yn 

5) Haben wir: X = b. a^ wo a der aus den Be- 
obachtungen ^ oder der Methode der kleinsten Quadrate 
gefundene wahrsch. Werth ist; der selbst dem wahrsch» 
Fehler r unterliegt; so ist der wahrsch. Fehler vonX: 

R = s . r. 

6) Ebenso wenn wir X=— haben, wo a dasselbe 

' s ' 

wie vorhin bedeutet und r dessen wahrsch. Fehler ist, so 
ist der wahrsch. Fehler von X: 

s 



n. 

Methode der kleinsten Quadrate bei Ermittelung mehrerer 

Unbekannten. 

§. 18. Bildung der Bedingungsgleichung. 

Es sei V eine Function von Unbekannten etwa fol- 
gender Art: 

V = FJX, Y, Z, W^U, TJ 

wo die Natur der Function; welche den Zusammenhang 
von V mit den Unbekannten ausdrückt; genau bekannt 
sein soll; nicht aber X; Y; Z; . . . 

V ist eben die Grösse; die wir durch die Beobach- 
tungen; wenn diese ohne Fehler angestellt wären; erhalten 
würden. Da das letztere aber unmöglich ist; so sollen 
die durch die Beobachtungen direct erhaltenen Grössen 
mit M; M'; M"; . . . bezeichnet werden; wonach 

V ^ M; V — M', V — M", . . . 
die Beobachtungsfehler sind; und es sollen nun die Un- 
bekannten aus den Beobachtungen ermittelt werden. 
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- In dem Fallö, da^e weniger Beobachtungen ak Un- 
beks^nte angestellt sind^ ist die Aufgabe anbestimmt. 

Sind jedoch eben so viel Beobachtungen als Un- 
bekannte vorhanden^ so wäre sie allerdings bestimmt^ wenn 
die Beobachtungsfehler als ventchwindend angenommen 
werden dürfen ^ da aber diese Annahme fSaisch ist^ so 
würde man nur eine erste Annäherung för die Unbe- 
kannten finden. 

Qiebt es endlich mehr Beobachtungen als Unbe- 
kannte^ so wird die Methode der kleinsten Quadrate an- 
gewandt. Dieses letztere kann man aber nur dann, wei^n 
die, vermittelst dieser Methode zu bestimmenden Grössen, 
in der ersten Potenz vorkommen. Da dies aber selten 
der Fall ist, so müssen für X, Y, Z, . . . Näherungswerthe 
bekannt sein, etwa Xq, Y^, Zq, Wq, Uq, Tq, von der 
Beschaffenheit, dass 

X = Xo + x, Y = Yo + y, Z=Zo + z,... 

wo X, y, z, • . . die zu suchenden Correctionen, deren 
höhere Potenzen wir vernachlässigen können. 

Es ist dann 

Vo = F|Xo, Yq, Z(>, 

der Werth, den man aus der Berechnung unter der An- 
nahme von X = Xq, Y = Yq, . . . erhält. 

Bezeichnet man die partiellen Differentialquotienten 
fß%f. durch a, b, c, d, e, f, . . . sodass: 

^_« 4Yo_u dVo_^ 
dXo~ ' dYo"" ' dZo~ '•'• 

so erhält man nach dem Taylor 'sehen Lehrsatze für meh- 
rere Variable, mit Vernachlässigung der Glieder, die mit 
den höheren Potenzen der Correctionen multiplicirt sind: 

V = Vo + ax + by + cz + dw+ eu + ft. 

Drückt nun t; den wahren Fehler der Beobachtung 
ans, sodass 

i;=;=V — M, 



... 
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und n den Fehler bei der Annahme X = Xo; ¥==¥0, 

Z = Zq; . . . wonach 

Ve — M = n ist, 

so entsteht ftir die 
l.Beob. d. GL: t; =n +aäc +by -^-cz +dw -^-eu +ft 
2- „ V V V* =n' +a'x +b'y -fc'z +d'w +e'u +ft 

3. „ „ „ i;" =n" +a"x +b"y +c"z +d"w +e"u +f"t 

4. „ „ „ i;'"=n"'-ha'''x+b'"y+V"z+d"'V4-e'"u+f"1 



und dies sind die Bedingungsgleichungen; die zur Berech* 
nung von x, y, z, w, u, t dißi^en. Sollten die einzelnen 
Bestunmungen nicht dieselbe Genauigkeit ^ oder dasselbe 
Gewidit habeU; so mnss man sie mit der entsprechenden 
Genauigkeit oder mit der Quadratwurzel des Gewichts 
multipUciren. 

Sind z. B. h, h', h", ... die Genauigkeiten, p, p', p", . . . 
die Gewichte, so entstehen folgende Gleichungen: 

hv =lm +ahx +bhy 4-chz +dhw +ehu +fht 
hV=hV + a'h'x+b'h'y + c'h'z+d'h'w+e'h'u+f h't 



oder statt h kann man auch die Gleichungen mit xTp ^Wy . . 
oder auch mit - , -^ » "7^; • • • multipUciren, wenn r, r', r", . . . 

die wahrscheinlichen Fehler der einzelnen Beobachtung 
sind. Dabei ist die biei h tsi Grunde g^egt^ Einheit 
gleichgültig. Wenn auf diese W«ise die BedinguÜgs- 
gleichungen auf einerlei Mass der Genaui^eit gebracht 
sind, so werden die weiteren Rechnungen g^iau ebenso 
ausgeführt, als wenn sie von Anfang an einerlei Genauig- 
keit besessen hätten, sodass man nHicb der Multiplicati<m 
wiederum 



I. 
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n 


statt nh 


a 


?7 


ah 


b 


JJ 


bh 


• 


• • • 

statt 


• • 


a' 


jj 


aV 


• • 




b'h' 



setzen kann, 

§. IQ. Beispiel. ... 

Als Beispiel nehiheü wir den in Moskau im Jahre 
1849 entdeckten Kometen. Jede geometrische Länge- und 
Breite, die aus der unmittelbaren Beobachtung der ge- 
raden Aufsteigung und Abweichung abgeleitet wird, ist 
eine Function der Grössen T, q, tt, i, Ä, sodass, wenn 
man mit 1 und b die geometrische Länge und Breite be- 
zeichnet, so erhält man: 

1 = FJT, q, TT, i, ÄJ; b=gpJT, q, /r, i, Ä 

wo T die Zeit d. Durchgangs d. Kometen durch das Perihel; 

q die Periheldistanz; 

TT Distanz des Perihels vom ..Q; 

i Neigung der Bahnebene gegen die der Ekliptik; 

i2 den Knoten 
bedeuten. ... . * 

Genäherte Elemente wttixlen auf andere Weise ge- 
funden und zwar: 

To = 1849 Juni 8,212604 m. Z. Greenw. ; 
7ro=267ö 3' 39",35 
Ä^= 30 31 51,5; 
i^, = 66 58 40,6; 
logqo =9,9518313 oder qo = 0,8946050; 
Bewegung direct. 

Mit diesen genäherten Elementen wurden. nun für die 
Beobachtungszeiten die Längen und Breiten berechnet, 
und von denselben die wirklichen Beobachtungen sub- 
trahirt (Vo — M). Es ergaben sich: 
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n in Länge. 



n in Breite. 



April 17. 
19. 
23. 
26. 
27. 
28. 
29. 
Mu 1. ' 



— 0",5 



+ 

+ 
+ 
+ 



2,3 
0,6 
7,5 
6,6 
1,2 
1,2 
4,9 



— 2",0 
0,0 



+ 
+ 



1,8 

1,1 
3,3 

2,0 

0,5 

1,35 



Hierauf wurden nach den bekannten Formeln der 
„Theoria" motus corpor. coeleat." von. Gauss für jede 
Beobachtung folgende Werthe berechnet: 



für die Längen: 



_dl« 

dqo' 

dbo 



dL dl 



dTo' 



e 



dlo 

dio' 
db, 



dl« 

dJlo 

db„ 



m di, Bre««.: ^, p, ^, ^, j^ 

und die wahren (oder vielmehr wahrscheinlichsten) Werthe 
sind dann: 



qo + dqo» To + dTo, tiq + dTTo, io + di^, Äq + dÄ, 



01 



wo die kleinen Werthe dq©, dT^, d^To, di^,, du©» den oben 
mit X, y, z, w, u bezeichneten Grössen entsprechen, welche 
wu» bald anders benutzen werden. 

Die Beobachtungen waren von gleicher Güte, aber 
da die Fehler in der Länge nicht dieselbe Genauigkeit 
haben, wie die der Breite, sondern, damit sie wie diese in 
Theilen des grössten Kreises ausgedrückt werden können, 
mit Cosinus der Breite multiplicirt werden müssen, so war es 
also nothwendig, die Bedingungsgleichungen f)lr die Länge 
durchweg mit dem entsprechenden Cosinus der Breite zu 
multipliciren. 

Nachdem dies geschehen war, erhielt man folgende 
16 Bedingungsgleichungen von einerlei Genauigkeit: 
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§. 20. Zubereitung der Bedingungsgleichungen für die fernere 

Rechnung. 

Für die Bequeme weitere Behandlung der Bedingungs*- 
gleichungen ist es nothwendig dahin zu streben^ dass die 
Coefficienten einer oder mehrerer Unbekannten die der 
übrigen nicht zu sehr überwiegen; so gehen z. B. die 
Coefficienten von dq^ in unserem Beispiele in die Hun- 
derttausende , wogegen die von di^ durchweg kleiner als 
1 sind. Am geeignetsten ist es , neue Unbekannte^ Viel- 
fache oder aliquote Theile der früheren einzuführen, wo- 
durch die Coefficienten jeder unbekannten Grösse durch- 
schnittlich von der Einheit sich nicht sehr entfernen. So 
könnte man z. B. dqo = 0,000001 .x setzen, wodurch die 
9 ersten Coefficienten kleiner als die Einheit, die 7 spä- 
teren etwas grösser als die Einheit würden. Da man 
später X und den wahrscheinlichen Fehler von x findet, 
so wird es auch leicht sein dqo und den wahrscheinlichen 
Fehler dqo zu bestimmen; und auf gleiche Weise bei den 
andern Grössen. 

Sollten die n, d. h. diejenigen Zahlen, die nicht mit 
Unbekannten multiplicirt sind, überwiegend gross oder 
klein sein, so ki^nn man sie ebenfalls durch Division oder 
Multiplication in gehöriges Verhältniss zu den übrigen 
Zahlen bringen, sodass sie nicht zu sehr von der Einheit 
abweichen. Wurden z. B. alle n durch S dividirt, so 
erhält man bei der Bestimmung der Unbekannten durch- 
weg nur den Oten Theil derselben und muss sie selbst, 
so wie ihren wahrscheinlichen Fehler, mit S multipliciren, 
um die wirklichen Unbekannten zu erhalten. Analog ver- 
fährt man bei der Multiplication der n. 

Bei diesen Operationen braucht man übrigens nicht 
zu ängstlich zu sein, nur ist es des bequemen Gebrauchs 
der Quadrattafeln bei der Controllerechnung wegen gut, 
wenn keine der Summen der auf einer horizontalen 
Linie befindlichen Coefficienten und des zugehörigen n 
die Zahl 10,000 überschreitet. 

Was die Anzahl der Stellen betrifft, die berücksichtigt 
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werden müssen, so ist es in der Begel genügend, wenn 
nach der obigen Art die Gleichungen eingerichtet sind, 
nur die Stelle für die Ganzen und 3 oder selbst 2 De- 
cimalstellen beizubehalten, da wir ja nur Oorrectionen ifur 
die bekannten Näherungswerthe berechnen wollen. 

§.21. Bildung der Summe von den Pl^oducten der Coefficienten 

und der Finalgleichungen. 

Nachdem ähnlidie Bedingungsgleichungen wie die mit 
L bezeichneten (§. 18) gefunden, und für die Rechnung 
nach dem vorhergehenden Paragraph passend eingerichtet 
wordien sind, so müssen zunächst folgende Grössen be- 
rechnet werden: 

(an) =;= an+ a'n'+ a"ii" • • • ebenso (bn), (cn), (dn), (en), (&), . . . 
(aa) = aa -h a'a' -+- a"a" ... „ . (bb), (cc), (dd), (ee), (ff), . . . 
(ab) = ab + a'b' + a"b" . . . „ (ac), (ad), (ae), (af ), . . . 
(bc) = bc + b'c' + b"c" ... „ (bd), (be), (b4 • » • 
(cd) = cd + c^d' + c"d" ... „ {ce), (cf), . . . 
wo die einfachen Klammern Summen bedeuten, wie das 
in der Folge immer der Fall sein soll, und wo die Anzahl 
der Glieder einzelner Summen gleich der Anzahl der Be- 
dingungsgleichungen ist 

Die Berechnung dieser Summen von den Producten 
der CoefiKcienten kann auf zweierlei Art geschehen, ent- 
weder mit Hilfe von Logarithmen (natürlich fiinf- oder 
vierstelligen), wobei je zwei Logarithmen der in den Be- 
dingungsgleichungen vorkommenden Coefficienten addirt, 
die zugehörigen Zahlen aufgesucht und die Summe der 
betreffenden Zahlen berechnet werden; — oder vermittelst 
der beigefugten Quadrattafeln, in welchen die Quadrate 
aller Zahlen von 0,001 bis 9,999 bis zu 4 Decimalstellen 
genau zusammengestellt sind. Ohne auf die erstgenannte 
Art näher einzugehen, da sie an und für sich klar genug 
ist, wende ich mich zur zweiten, welche zuerst von Bosse 1 
vorgeschlagen (in. d. astr. Nachrichten), ^aber bis jetzt 
weniger beachtet wurde, als sie verdient, da meines 
Wissens Quadrattafeln, die fiir den Gebrauch bei der 



273 

Methode der kleinsten Quadrate ausreichen, bis heute noch 
nicht gedruckt sind. Den Vorzug der zweiten Methode be- 
weist genügend der Ausspruch Bes s e T s, dass selbst in dem 
Falle; wenn schon die Logarithmen von den Coefficienten 
der Unbekannten in den Bedingungsgleichungen gegeben 
sind (ein Fall der übrigens seltener vorkommt, als dass die 
Zahlen selbst bekannt sind), er dieselbe der ersteren vorzieht. 
Die Anwendung der Quadrattafeln' auf die Berech- 
nung der Coefficientensummen geschieht auf folgende 

Weisß: Die Quadrate aa, bb, cc nn werden direct 

aus den Tafeln genommen und die betreffenden Zahlen 
addirt; wodurch man (aa), (bb); (cc), .... erhält. Bei 
Grössen von der Form : na, nb, . . . ab, ac, . . . bc, bd, . . . 
ist zu beachten, dass: 

"1* = V2 1 n + a* — nn — aa 
ab = Va jr+b'— aa— bb| 

bc=Va jbT"c' — bb - ccj 
also offenbar auch: 

(na) = 72 j(n+^0 — (nn)— (aa) 

(ab) = Va j (a"+bO — (aa) — (bb) j 

(bc) = V2 j(b+c^-(bb)-(cc) 

wo die einfachen Klammern wieder Summen bedeuten. 

Man hat daher ausser den auch bei der Berechnung 
mit Logarithmen zu berechnenden Quadraten: 

nn, aa, bb, cc, dd, ee, £f . . . . 
auch noch in den Quadrattafeln au£suschlagen: 

n + a^ n+b^ n + c^ n + ©*' n •+• f ^ • • • 

a + b^ a + c'; a + dS a + ©"' a + f *> • • • 

b+cS b+dS F+?; i) +T; • • • 

c + dj c + ei c + fi*** »• ^ 

d + e> d-|-fi»«'. 

7+r 



• • • 



18 



274 

und dies fiir jede Bedingangsgleichtmg. Hierauf werden 
die zu einander gehörenden Quadrate addirt und nach 
den obigen Formeln leicht berechnet: (na), (nb), (nc), . . . 
(ab), (ac) . . . (bc) . . . (de) . . . u. s. w. 

Zur Controller schlägt man sich noch für jede Be- 
dingungsgleichung SS auf^ wo 

s=n + a+b+c + d-f-e+f-|-. . . 

s'=n' + a' + b'-fc' + d' + e'+-f + . . . 



Dann muss man haben: 
S8+ J/e — 1| . |nn+aa+bb+cc+dd+ee+fF+ . . .1 = 

= n + a^ + n + b^ + n+c^ + n + d'^ + n+e* + n+f' 
+ B^V + a~Hh c^ + ä + d'^ + a + e* + a + f^ 
+ b+c' + bTd' + b+^' + b+"f'' 



+ c + d^ + c-|-e^ + c-hf^ 

+ d+e^H-d + f 

+ e + f ^ 

wo jt( die Anzahl der unbekannten Grössen bedeutet. — 
Auf ähnliche Weise hat man ftlr jede Bedingungsgleichung 
eine ControUengleichung. — Ein geübter Rechner braucht 
übrigens nicht die ControUe bei den Cöefficienten jeder 
Gleichung anzuwenden, sondern kann von je 10 zu 10 
Gleichungen controlKren nach folgender Oleichung: 

(88)+U-li • j(nn)-f-(aa)-|-(bb)-Kcc)+(dd^+(ee)-Kff)+...| = 



(£+!:») + (n+F) + (n+c') + i^+d') + (n + e*) + (^+f*) 

+ (M-bO + (Ä+c') + (a +T) + (aT+i*) + (jT+T) 

+ (b-+^^) + (b+dO + (b+i*) + (bTfO 

- . 4-(M^') + (c"T^0-f-(n^n 

-f- (d+i») + (d+f «) 
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wo wieder die einfachen Klammem die Summen und // 
die Anzahl der Unbekannten bezeichnen. • 

Nach Berechnung dieser Coefficientenproduete werden 
nun die folgenden Finalgleichungen gebildet: 

FinalgleichungCB 

(aa)x + (ab)y +(ac)z + (ad)w+(ae)u+(af)t+ . • . (an)=0 
(ab)x-|-Cbb)y+(bc)z+(bd)w+ (be)u+(bf)t+ . . . (bn)==0 
(ac)x-|-(bc)y+(cc)z-t-(cd)w-[-(ce)u + (cf)t + . . . (cn)=0 
(ad)x+(bd)y+(cd)z+(dd)w+(de)u+(df)t+. . . (dn)=0 
(ae)x + (be)y-|-(ce)z+(de)w+(ee)u+(ef)t+. . . (en)=0 
(af)x+(bf)y+(cf)z+(df jw+(ef)u+ (ff)t + • . . (fn) =0 



Solcher Gleichungen hat man soviele als unbekannte 
Grössen vorhanden sind; und es n^üssen aus denselben 
die Werthe der Unbekannten durch successive Elimina- 
tion gefunden werden. 

§. 22. Fortsetzung des Beispiels in §. 19. 

Zur besseren Behandlung der Bedingungsgleichungen 
wurde gesetzt: dqo = 0,000001 . x; dTo = 0,0001 . y; 

d7ro='V2z; dio = 5w; d.ßo = Va^ ^^d ^^ "^ durch 2 
dividirt. Daraus entsprangen die auf der nächstfolgenden 
Seite angezahlten Gleichungen, bei welchen auch die s 
beigefügt sind. 

Ueber den Zahlen siijd zugleich die betreffenden 
Buchstaben s, n, a, b, c, d^ e darüber geschrieben. 

Auf Tab. I. befinden sich die für jede Gleichung be- 
treffenden Quadrate, welche den Quadrattafeln entnom- 
men sind. 



18' 



J 
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Die 16 Gleichungen wurden in zwei Theile getheilt 
.und fiir jeden die Summe genommen. 

Die ControUegleichuqg ist in unserem Falle (für 5 
Unbekannte) : 

(88) + 4 j (nn) + (ua) + (bb) + (ccj + (dd) + (ee) j = 

= (Hh^») -I- (b+?) + C^TnO + (5+^') + (e+n*) 

-h (a+b*) + (a + 0*0 + (&+f) + (a + e'O 

+ (b + c^) + (b+d*) + (b+iO 

-f(c + d') + (c + e^ 

, +(d+i*) 
Für die ersten 8 Bedingungsgleichungen ist: 

(ss) = 261,8873 und das 4fache der Klammer | . , . | : 

4|...[ = 388, 1644 

650,0517. Die Summe der übrigen Quadrate 
rechts vom Gleichheitszeichen = 650,0530. 

Für die zweiten 8 Bedingungsgleichungen ist: 
(as) = 21,1576 und das 4fache der Klammer }•••}• 

4J...j = 334,7412 

355,8988. Die Summe der Quadrate rechts 
vom Gleichheitszeichen = 355,9001. 

Die geringen Differenzen, die sich hier zeigen, sind 
nicht der Rechnung, sondern der Vernachlässigung der 
folgenden Decimalstellen zuzuschreiben, und man kann sich 
mit einer .solchen Uebereinstimmung vollkommen begnügen. 

Addirt man nun die zusammengehörigen Grössen der 
ersten und zweiten Bedingungsgleichung, so erhält man: 



(nn) — 38,1404 


(bb)- 


: 19,5582 (dd) 


= 25,6018 


(aa) — 14,5784 


(cc) = 


■■ 47,6257 (ee) 


= 35,2213 


(a + n**)- 


55,0523 


(ä + e^- 


71,4302 


(b + n^)- 


63,1075 


(b + c^) = 


10,8957 


(e + n*)- 


86,1941 


(b+T)- 


44,0845 


(d + nO- 


80,6994 


(b + c^- 


52,0216 


(e + nO- 


104,7855 


(^d^- 


73,2989 



(a + b^ = 6,5627 (öjt?^ = 1 10,2332 

(a+c'O = 1 13,6083 (d + e*) = 94,4073 

(a + d5== 39^719 
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Mit Berttcksichtiguiig der Formeln: 

m 

(na) = Va j (n+&^ — (nn) — (aa) j ; 
(ab) = % j (M^ - (aa) - (bb) j 



ergeben sich nun folgende Summen der Coefficienten- 
producte: ♦ ' 

(an) = 1,16675 (bn)= 2,70445 (cn)= ~0,21400 (dn)= 8,4786 
(ab) =—13,78695 (bc)==— 28,14410 (cd)= 0,03570 (de)= 16,79211 
(ac)= 25,70210 (bd)= - 0,53775 (ce) = 13,69310 (en)=15,711^ 
(ad)=— 0,30415 (bc)=- 1,37896 > 

(ae)== 10,81525 

und endlich erhält man nach §. 21. folgende 5 Finalglei- 
chungen mit 5 imbekannten Grössen. 

Finalgleichungen: 

+ 14,57840 . X — 13,78695 . y + 25,70210 . z — 0,30415 . w 

4- 10,81525 . u + 1,16675=0 

— 13,78695 . X + 19,55820 . y —28,14410 . z — 0,53775 . w 

— 1,37895 . u + 2,70445 = 

+ 25,70210 . X — 28, 14410 . y + 47,62570 . z + 0,03570 . w 

+ 13,69310 . u+ 0,21400=0 

— 0,30415 . X — 0,53775 . y + 0,03570 . z + 25,60180 . w 

+ 16,79210 . u + 8,47860=0 

+ 10,81525 . X — 1,37895 . y + 13,69310 . z + 16,79210 . w 

+35,22130. u+15,7ll90=0 
aus welchen die Unbekannten durch successive Elimina- 
tion gefunden werden müssen. 

§. 23. Ermittlong der Unbekannten aus den Finalgleichangen. 

Auf Tab. n. ist ein genaues Schema flir die Auf- 
lösung der Finalgleichungen gegeben; die Einrichtung 
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derselben ist der Art, dass keine Zahl mehr geschrieben 
wird, als darin angedeutet ist. 

Wie hier eine solche Tabelle für 6 unbekannte Grössen 
gegeben ist, lässt sich das Schema leicht auf eine beliebige 
Anzahl derselben ausdehnen. 

Zuerst werden die Zahlen (nn), (an), (aa), (ab), . . (ff) 

in einer Reihe aufgeschrieben, dann die Logarithmen von 

(an), (aa), . . . (af) unter die respectiven Zahlen, hierauf: 

ab ' ac af 

log — , log — , . . . log — gebildet. Durch successive 
aa aa aa 

ab 
Addition von log — zu: log (an), log (ab), log(ac) .... 

aa 

log (af ) und Aufschlagen der zugehörigen Zahl, erhält man 
die in der zweiten Linie unter der Abtheilung b befind- 
lichen Grössen: 

ab , , ab , ,, ab 

-+- an — , + ab — , . . . . -f-ai — 

aa aa aa 

(bn), (bb), .... (bf) 
welche von den darüberstehenden Quantitäten subtrahirt, 
die mit (bn^), (bb^), . . . (bf^) bezeichneten Grössen geben. 
Auf ähnliche Weise erhält mau durch "successive Ad- 

y 

ac 

dition von log — zu log (an), log(ac), log (ad), 

aa 

log (af ) und Aufsuchen der zu dem Producte gehörigen 

Zahlen, die in der Abtheilung von c befindlichen Grössen : 

+ an — , ac — , . . . . af — , die durch Subtraction von J 

aa aa aa ! 

den darüberstehenden Grössen ergeben: (cuj^), (cc^), (cd^), 

. • • • vi/* 

ad 
Die Verbindung von log — mit log (an), log (ad) ... * 

aa 

log (af ) giebt dem analog die in der dritten Linie der 
Abtheilung d befindlichen (dnj, (dd^), . . . (afj) u. s. w. 
bis die dritte Linie ganz ausgefüllt ist. 

Hierauf werden wieder die log(bnj, log (bb^), . . . 
log (bfj) an der im Schema angegebenen Stelle aufge- 
schrieben, dann: log rr^, log v-r^, ... log v-A gebildet. 
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be 

Man erhält dann durch Addition von logrir zu logCbnA 

log (bci), . . . log (bfi) und Aufschlagen der zugehörigen 
Zahlen^ die in der vierten Linie der Abtheilung e befind- 
lichen Grössen: bui rv; , ^^i vST' * * * ^^^KlT' welche, 

von den darüberstehenden Grössen subtrahirt, geben: (eng), 

' bd 

(ccj), (cdg), . . . (cfg). — Analog erhält man mit log y^ 

be* 
die Grössen: (dug), (ddg), . . . (df2), mit log tt^ die Grössen: . 

(eng), (ecg), . . . (eQ und so fort. Der Gang der femern 
Operationen ist nun klär, er ist ganz analog dem so eben 
Erläuterten. 

Zuletzt erhält man log (fag) und log (ffg), woraus log t 
und t selbst berechnet wird. 

Der log t wird nun in allen Columnen, in denen f 
vorkommt, unter den dort befindhcheh Logarithmus ge- 
schrieben, also unter log — ^, log ^4-, . . . log — und 

' ecj udo aa 

hierauf wird aus den betreffenden Grössen, wie es in der 
Columne (en) ausgedrückt ist, durch Addition zweier Glie- 
der der Werth von u berechnet. Der log u wird nun 
in allen vorhergehenden Columnen, in denen sich ein e 
befindet, wieder aufgosclirieben und dann aus 3 Grössen, 
wie in der Columne (dn) angedeutet ist, der Werth von 
w berechnet, und so fort bis endlich der Werth von x 
erhalten wird. 

Zur Berechnung von (nn«) muss man noch die log (an) 

»nd log ^, log (bni) und log ^ . . log (enj und log ^* 

addiren und die zugehörigen Zahlen mit veränderten Zei- 
chen in die Columne der (nn) setzen und dann die Summe 
bilden. 

Zu dem vorliegenden Schema und der Berechnung 
nach demselben, sind noch folgende Anmerkungen zu 
beachten. 
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1) Des leicbteren Druckes wegen wurden überall, wo 
Brüche vorkamen, die Klammem weggelassen, so dass z. B. 

log — eigentlich geschrieben werden sollte: log , - 

und so bei aUen Grössen, bei welchen Brüche vorkommen. 

2) Wichtig ist es bei dieser Eliminationsrechnung Lo- 
garithmentafeln von genügender Ausdehnung zu gebräu- ' 
chen, etwa sechs- oder siebenstellige, selbst, wenn die 
Producte der Coefficienten mit vier- oder fünfstelligen be- 
rechnet wurden, theils weil bei dieser Rechnung in der 
Regel grössere Zahlen vorkommen, theils weil bisweilen 
die Grössen (bui), (bbi); (cuj), (CC2) . . . (fus); (ffs) sich 
so beträchtlich vermindern, dass bei nicht vollkommen 
scharf geführter Rechnung, je nach der Anordnung der 
Reihenfolge von x, y, z, . . . ziemlich verschiedene Re- 
sultate fiir diese Grössen herauskommen. Auch in un- 
serem Beispiele stimmen aus diesem Grunde die nach 
verschiedenem Arrangement erhaltenen Werthe für x, y, 
z, . . . nicht bis auf die letzte Ziffer überein. 

3) Sowohl zur Controlle, als auch für die folgende 
Gewichtsrechnung ist ^ es gut, die ganze Eliminationsrech- 
nung noch einmal zu wiederholen, jedoch so, dass man 
sich die Reihenfolge der Unbekannten umgekehrt denkt; 
dann werden in der ersten Linie der Rechnung folgende 
Grössen aufgeschrieben: 

(fh), (ff), (ef), (df) (cf), (bf), (af); (en), (ee), (de), (ce), (be), 
(ae); (dn), (dd), (cd), (bd), (ad); (c;n), (cc), (bc), (ac); (bn), 

(bb), (ab)j (an), (aa). 

Die Rechnung beginnt nun mit dem Aufschlagen der 
Logarithmen von (fh), ff ) . . . (af ) und wird auf ähnliche 
Weise wie früher durchgeführt, bis man : (aug) und (aag) 
erhält. Aus den letzten Grössen wird dann x bestimmt 
und hierauf der Reihenfolge nach y, z, w, u, t auf ähn- 
liche Weise wie früher t, u, w, z, y, x berechnet. 

Die Uebereinstimmung der aus beiden Rechnungen 
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erhaltenen Werthe fiir die Unbekannten beweist die Rich- 
tigkeit der Rechnungen^ jedoch ist zu bemerken^ dass; wenn 
eine oder mehrere der Grössen (bni), (bbi) ; (eng), (cc^) . . . 
sehr klein, d. h. nahe = werden, die Uebereinstimmung 
in den letzten Decimalen bisweilen nicht ganz vollkom- 
men ausfällt, weshalb man daher gut thut, vom Anfange 
der Eliminationsrechnung an, 2 bis 8 Decimalstellen mehr 
zu berücksichtigen, als man in den Resultaten fiir die 
Unbekannten noch genau erhalten wiQ. 

4) Um die ganze Rechnung zu prüfen und die Ve^- 
theilung der Fehler deutlich zu erkennen, kann man nun 
noch die für x, y, z, w, . . t gefundenen Werthe in die 
Bedingungsgleichungen substituiren und erhält dann r, v% 
v*\ i;'", .... oder wenn die Gleichungen verschiedene 
Gewichte haben : hv, h'i;', h"i;", .... als übrigbleibende 
Fehler, deren Summe der Quadrate mit (nUg) nahe über- 
einstimmen mussi 

§. 24. Berechnung der Gewichte der Grössen x, y, z, w, u, t . . . 

A. Allgemeine Regel. 

Das Gewicht von x erhält man, wenn man die Eli- 
minationsrechnung nochmals unter der Annahme durch- 
führt, dass: 

(an) = — 1, (bn)=0, (cn)=0, (dn) = 0, (en) = 0, (fn)=0. 
Dadurch werden natürlich nur die in der Columne n be- 
findlichen Zahlen geändert. Bezeichnet man den unter 
diesen Hypothesen herausgekommenen Werth von x mit: 

(aof), so ist das Gewicht der Bestimmung von x gleich :> — - . 

Für die Gewichtsbestimn^ung von y fangt man die 
Berechnung erst unter dem Striche — 1 an, als ob alles 
andere nicht vorhanden wäre, und setzt (bnj) = — 1, 
(cui) == 0, (dui) = 0, (eui) = 0, (fiii) = 0. 

Bezeichnet man durch (ßß) den unter dieser Hypo- 
these erhaltenen Werth von y, so ist das Gewicht von 

y gleich: ^>-^. 
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Analog ist das weitere Verfahren: Für die Gewichts- 
bestimmung von z föngt man die Berechnung unter dem 
Striche — 2 an, indem man (eng) = — 1? (dn^) = 0, 
(eng) =0, (fag) = setzt. Es ist »dann das Gewicht von 

z gleich: 



Ebenso für die: 



Gewichtsb. 



von w 



J7 



)} 



u 



t 



Anfang d. Rechn. 
unter — 3 



77 



7J 



Hypothesen: 
(dn3) = ~l,(en3)=0,(fa3)=0 

(en,) = ~-l,(fn,)=0 



(&5) 



1 



Gewichte :• 
1 

{öd) 

{eej 
1 . 



B. Hat man es nur mit 6 Unbekannten zu thun und 
ist die Eliminationsrechnung doppelt gefuhrt worden, erst 
nach der Reihenfolge der Unbekannten x, y, z, w, u, t, 
, dann in umgekehrter Reihenfolge t, u, w, z, y, x, so er- 
hält man die Gewichte von 4 Unbekannten ^hr leicht, 
nämlich : 



Aus der ersten Rechnung ist : 
d. Gewicht von t = (fifg) 



77 



?> 



;; 



u=(ee4) 



(fQ 



Aus d. zweiten Rechnung ist: 
d. Gewicht von x= (aag) 



Für die in der Mitte liegenden Unbekannten hat man 
noch folgende Ableitungen zu bilden: 



Aus der ersten Rechnung: 

(ff,)a=(ff,)-j|g(ef3) 
dann ist das Gewicht von w: 

(dd3) P\ . §1 



Aus der zweiten Rechnung: 



(aaje = (aaj) 



(ab») 



(aba) 



(bba) 
dann ist das Gewicht von z : 

(,,^^(bb,) (aa^) 



<bbs) * (aaje 

§. 25. Mittlerer und wahrscheinlicher Fehler der Grpssen 

X» y» z, w, u, t, . . . 

Man bezeichnet durch: 
€ den mittlem Fehler einer Bedingungsgleichung, 
r „ wahrsch. 



;> 



»1 



?; 
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wenn diese Bedingungsgleichungen ein und dasselbe Ge- 
wicht haben. Ist dies aber nicht der Fall, so bedeutet 
€ und r den mittlem und wahrscheinlichen Fehler einer 
Bedingungsgleichung; deren Gewicht der Einheit gleich ist. 
m 'bedeutet die Anzahl der Bedingungsgleichungen, 
fi „ „ „ ;, unbekannten Grössen. 

Demnach hat man: 



r m — fi 



€ = 1/ 15M,, r = 0,6745 . « 



wo der log der Constanten 0,6745 == 9,82898 ist 

Bezeichne femer P das aus der vorhergehenden Rech- 
nung erhaltene Gewicht irgend einer der Unbekannten 
X, y, z, . . ., E den mittlem und R den wahrscheinlichen 
Fehler dieser Unbekannten, so ist: 

8 £ 

""vT ^YP 

und ebenso für die andern Unbekannten. 

§. 26. Fortsetzung des Beispiels. 

In Tab. DI. ist die Eliminationsrechnung doppelt, 
erst für die Ordnung der Unbekannten x, y, z, w, u, dann 
für die Anordnung u, w, z, y, x ausführlich für unser 
Beispiel mit 5 Unbekannten gegeben. 

Die Anordnung ist ganz dieselbe wie im Schema für 
6 Unbekannte, Tab. 11., nur fehlt natürlich in jeder Ab- 
theilung die Columne der f, und die Rechnung endet mit : 
(ee^), sowie die Rechnung bei umgekehrter Anordnung der 
Unbekannten mit; (aa4). Die Vergleichung der Tab. IQ. 
mit Tab. 11. lässt sehr leicht die für jede Zahl entspre- 
chende Bezeichnung in Tab. 11. finden. 

Als Resultate beider Rechnungen sind demnach fol- 
gende Grössen anzunehmen: 

X = + 30,356 w t= + 2,118 

y = — 7,313 u = — 3,396 

z == — 19,730 
wo aus je zwei Resultaten das Mittel genommen wurdei 
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and die letzte Decimalstelle fiir den Gebrauch eigentlich 
schon nicht mehr nötbig ist. 

Substituiren wir in jede der Bedingungsgleichungen 
die geAindenen Werthe, so ergeben sich folgende übrig- 
bleibende Fehler. 



Ind. Gleichungen f. d. Länge : 



9 

V 


V» 


0,24 


0,058 


-1-0,08 


0,006 


- 1,68 


2,822 


-1-1,94 


3,764 


+ 1,85 


3,422 


-0,31 


0,096 


0,82 


0,672 


0,99 


0,980 



In d. Gleichungen f. d. Breite : 



V 


V 


0,58 


0,336 


-1-0,56 


0,314 


0,27 


. 0,073 


-1,11 


1,232 


+ 0,25 . 


0,062 


-1-0,09 


0,008 


0,44 


0,194 


+ 0,875 


0,766 



WO die Summe der w = 14,805 wenig von {nn^) = 14,32 
abweicht. 

§. 27. 

Für die Berechnung der Gewichte haben wir: 
aus der obem Rechnung; Tab. III. : 

Gewicht von u = (ee4) = 1,398 •, 



97 



7} 



und setzt man: 



''=('^^»)(Sl= 2,423 



(eej 



= 0,035 



(ee,)c = (ee,) — kg (de,) 
80 ergiebt sich das 

Gewicht von z ^ (cc») .^M 

aus der ControUerechnung, Tab. IIL: 

Gewicht von x = (aaj = 0,017 

" " y = ^^*) (SH ^'^^ 

und setzt man: 

(aa3)c = (aag) — ^A (abg) 

so ergiebt sich das 

Gewicht von z = (cc,) ^^ Ji^ = 0,035. 

(bbg) (aa3)e 
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Da wir in unserm Beispiele nur 5 Unbekannte hatten, 
so fehlen natürlich die mit f bezeichneten und mit dem 
Index 5 behafteten Grössen, und die vorliegenden Formeln 
für die Gewichte entstehen aus den allgemeinen des §, 23, 
wenn man dort überaU die Indices um 1 vermindert und 
iiir jeden Buchstaben den zunächst vorhergehenden des 
Alphabets schreibt Für die Controllerechnung Vermin- 
^dem sich nur die Indices um eine Einheit. 

Wie man sieht, erhält man für das Gewicht von z 
zwei Bestimmungen, die einander wieder controUiren. 

Bei 4 Unbekannten würden die Berechnungen für die 
mittlem natürlich- ganz wegfallen. 

Zur leichtern Auffindung der mit den betreffenden 
Indices behafteten Grössen wurden auf Tab. HL in der 
äussersten Columne rechts die Grössen (eej), (ee^), . . . 
(064), . . . (aa^) . . . (aa4) neben den zugehörigen Zahlen 
aufgeschrieben. 

Die übrigen Grössen ergeben sich leicht; wir finden 
in der obem Rechnung Tab. lU. : 
(ddg) da wo die Columne der (dd) mit d. horiz. Linie d. (ecg), 

v^^2/ ;; f} 7> }} }} h )9 9J . yy ;? 9) (.^^2/} 

\A^2) V JJ }) 77 >? (^®) ;; ?; 77 ?? ;; (^^2)9 

(CC2) „ „ „ ^yj „ (CC) „ „ „ „ „ \QQ%} 

zusammenstösst. 

In der untern Rechnung: 
(bbg) da wo die Columne der (bb) mit d. horiz. Linie d. (aag), 

(002) ,7 ^r ?; ;' >; " v ^^ » w »; \^^2)'> 

{^^2) 77 •>7 >; V ;; \^^) »; 7^ »; ;; ;; C^^); 

(CC2) ,, 7, „ „ ?, (cc) „ „ „ ,, „ (aa2J 

zusammenstösst. 

Die log der Gewichte sind nun: 



aus der obern Rechnung : 

log Gewicht von u . . . 0,14569 
log Gewicht von w. . .0,38442 
log Gewicht von z . . . 8,54 1 48 



aus der untern Rechnung : 

log Gewicht von X. . .8,22287 
log Gewicht von y. . .9,16956 
log Gewicht von z .,. . 8,54245 
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§. 28. Die Berechnuug der wahrscheinlichen Fehler einer Bedin- 
gnngsgleichung vom Gewichte 1 und derjenigen der gefundenen 

Unbekannten. 

Um den wahrscheinlichen Fehler ein^r Bedingungs- 
gleichung von dem Gewichte 1 zu finden, nimmt man ent- 
weder iyv) oder (nngj. Es wurde das Letztere genommen, 
und zwar das arithmetische Mittel aus beiden Bestim- 
mungen: (nug) = 14,319, und unter Anwendung des §. 25 
hat mau : m = 16 ; ^ = 5, also : 

B = 1/lfi^ ; daher log e = 0,05726 u. log r = 9,88624. 

Um endlich den wahrscheinlichen Fehler für jede Un- 
bekannte zu finden, muss man r durch die Quadratwui'zel 
der betreflfenden Gewichte dividiren, geschieht dies, so 
findet man : 

den wahrscheinlichen Fehler von x . . . . 5,954 

, y . . . . 2,002 
z . . . . 4,121 
z . . . . 4,125 
w . . . . 0,494 
u . . . '. 0,651 
wo die zwei, aus den beiden verschiedenen Gewichten 
von z erhaltenen Werthe für den wahrscheinlichen Fehler 
von z mit Absicht aufgeführt sind, um zu zeigen, wie 
wenig sie von einander abweichen. 

Natürlich könnte man sich begnügen die Gewichts- 
rechnung, sowie die Bestimmung der wahrscheinlichen 
Fehler, nur mit 4 Decimalen durchzuführen. 

§. 29. SchluÄsbemerkungen über die Correctionen der Elemente 

und ihrer wahrscheinlichen Fehler. 

Es ist nach §. 22: 

wahrsch. Fehler: 

dq =0,000001 . x=0,000030 . 356 0,000005954 

dT = —0,0001 . x=— 0,0007318 0,0002002 

d/r = Va z = — 9,865 2,06:3 

di =5w • =-1-10,590 . 2,470 

dil = V2U =— 1,698 0,375 
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wo natürlich bei der Ermittelung der wahrscheinlichen 

Fehler der §. 18 angewandt werden muss. 

Da nun aber^ alle u durch 2 dividirt worden waren, 

so müssen alle Grössen noch mit 2 multiplicirt werden, 

und daher erhält man: 
dqo = + 0,0000607 wahrsch. Fehler: + 0,0000119 
dTo = — 0,0014626 „ „ ± 0,0004004 

dTTo = — 19",730 „ „ ±4",126 

dio =+21-130 „ „ ±4",940 

dÄo=— 3",396 „ „ ±0",750 

§. 30. Definitive Elemente. 

Bringt man die gefundenen Correctionen der Elemente 
an die im §. IS^ gegebenen vorläufigen Elemente an, so 
erhält man: 
T = 1849 Juni 8,21 1141 m. Berl. Z. mit dem wahrscheinl. 

Fehler ± 0,000400; 
n = 267^ 3' 19",57 m. Berl. Z. mit dem wahrscheinlichen 

Fehler ±4", 13; 
Sl=30^ 3V 48",10 m. Berl. Z. mit dem wahrscheinlichen 

Fehler ±0",75; 
i =66® 59' r',78 m. Berl. Z. mit dem wahrscheinlichen 

Fehler + 4",94; 
q =s 0,8946657 m. Berl. Z. mit dem wahrscheinl. Fehler 

± 0,0000119. 



Gluadrattafeln. 



^ 



19 
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0,99442 63 
0,99466 37 
0,99489 20 
0,99511 14 

0,99i32 23 



65 98 
63 78 

61 66 
59 58 
57 57 
55 61 
53 71 
51 86 
50 07 
48 32 
46 64 
44 99 

43 40 
41 86 
40 36 
38 92 
37 51 
36 15 
34 82 
33 55 
32 31 
31 11 

29 95 
28 83 
27 75 
26 69 
25 68 
24 69 
23 74 
22 83 
21 94 

21 09 






2 
2 

2 
2 
2 



Berichtigungen. 



s. 4 

11 



»» 
»t 

»> 
»> 

» 
»I 



» 

>» 

»j 
»» 

1» 



▼on nntan Z. 2 statt Kunces lies Kunzek« 
12 



a5 

39 

42 

44 
48 
60 



68 
68 
63 
63 
63 
64 
66 
66 



67 
70 

74 
74 

77 

80 
81 
96 
97 

98 



»» 



w 



»» 



>» 



„ oben 

„ unten 

„ oben 

„ unten 

„ oben 

67 „ unten 



M 
»» 
»» 
>» 

n 



oben 



11 11 
unten 

oben 



11 

n 



11 11 

11 11 

11 11 

11 11 



11 



unten 



„ oben 

11 11 

„ unten 

11 11 

11 11 



11 

11 

11 

11 

11 
>» 
11 

11 

11 
11 
11 
11 
11 

n 
11 
11 



3 
1 



)» 



11 



»» 



I» 



P P 

2 r^ 

lies 



>i 






^-^'^ Kes e 
2(z/n-f-^^n + .^.) 

8 



— 2(z/n+^'n...) 



lies 



8 



6 lies das Wurzelzeichen über den ganzen Ausdruck. 

6 statt und schfitzt lies und kann XasQ . . . ansehen. 

7 ,, wie § 20 lies wie im § 20* 

3 



9 

7 

2 

3 

13 

16 

4 

18 



11 

11 

11 
11 

»7 
M 
11 
.» 

11 

iy 



11 
11 
11 
11 

»» 

n 
11 
n 
11 
11 



18 

8 

12 

13 



16 

11 

4 

6 

6 



. . . |ai' + ...)| lies .•.+|(il'+...)( 

sein können lies sind. 

abgeleitet werden lies abgeleitet wurden. 

+ »b + iD'b' Ues = (ob + m'h* 

+ ok; + <»'«' lies =ö>c4"«'c' 

4" (ab) X lies = (ab) x 

(cc . 1 lies (cc . 1) 

I 14 Ues § 26. 

Die ursprünglichen und Fundamental-61ei- 

chungeur lies Die ursprünglichen Fundamental- 

Gleichungen. 

aO lies (aO) 

Ausmessungen lies Messungen. 

bb . 1 lies (bb . 1) 

c<r . 2 lies (cc.2) 

§ 26 lies § 28. 

den Grössen lies der Grössen. 

bis z lies bis y. 

werde lies sei. 

— y . • . ^)* lies — y . . . +ft)" 



»» 

11 
11 



11 

11 
11 
11 

n 
11 



338 

S. 99 von nnten Z. 13 statt Vermessnngen lies Mesaiwgeii. 

„101 „ oben „ 20 „ nach Zeile 20 ist einzuschalten: Das sind 

die wahrscheinlichsten Werthe der Correo- 
tionen ce*j |^ a", |" . . ., kennt man diese, 

a' 1 

so findet man leicht ß* =^ — 'ö"t"5 }^^ • S' 

„ 106 „ n }» 10 r nennt. So lies nennt, so« 

„ 116 „ „ „ 13 „ gl lies ql. 

„ 115 „ „ „ 14 „ gl lies ql. 

„ 121 „ „ „11 „ ist lies sei. 

„ 122 ,, ,, „ 13 „ der mittlere lies die mittlem. 

,.129 „ „ „ 9 „ ^«i.i±i lies |^»i.'±-^ . 

,, 169 „ „ „ 20 ,, bestimmten lies bestimmte. 

„ 180 ,, „ „ 13 „ und wollen lies und wir wollen. 

„ 181 ,f „ „17 „ cz + n . . . -|- n lies cz + . . . + n. 

„184 „ unten „ 8 „ (J^J (bd . 1) lies jJJ-^ j (bf . 1^ 

184 2 f-^ Hes ^^'^) - 

„ 184 „, „ „ l „ ^^ ^^ lies ^^^^^ 

191 10 ^^Jl3 Hes (^^-^) 

„ lyi „ „ „ lu „ ^^^ g^ lies ^^^ ^^ 

„ 194 „ oben „ 3 „ (ds.l) lies (d8.2) 

„ 196 y, unten „ 6 „ Phasen I und II lies Phasen II und III. 

„ 197 „ „ „ 13 „ vorkomme, lies vorkommt, 

„ 204 „ oben „ 3 „ einen lies ein 

ut' — u't ut' 4- u't 

„ 205 „ „■ „ 15 „ -^ri-r "«» "Fqrr 

„ 207 I, „ „ 4 „ gebracht lies gelegt 

„ 207 „ „ „ 6 „ wenn .... wurde lies wurde 






211 „ „ „ 4 „ 18 + '',92 lies + 18",92 

212 „ „ „ 9 „ 7,96 lies 6,95 
216 •„ „ „ 2 „ dieser lies dieses 
224 „ unten „ 4 „ 39 (17) lies 29 (17) 
234 „ oben „ 5 „ (cc . 2) lies (cc . 1) 
234 „ „ „ 9 „ (dn . 1) lies (dn . 2) 
287 „ unten „ 4 „ z sb lies y »s 



Druck von A. Tb. Engelhardt in Leipzig. 



i. 



_2 



31,5844 
45,8735 
33,1315 
69,2224 
56,2500 
18,9573 
7,0596 
0,0017 

262,0804 

2,4274 
0,2470 
0,0204 
0,8630 
0,0159 
1,1130 
6,4516 
10,0299 

21, 1682' 



-,+ ^ 



,1791 
,4987 
i9802 
,1682 
,3821 
2522- 
7636 
6675 

8916 



8464 
0428 
6256 
6384 
1577 
9428 
ßl53 
i5500 

JÖ190 



(nn) 
(a a) 
(bb) 
(cc) 
(dd) 
(ee)- 



.8 



a + b 



o,oooor 

0,0112) 
0,1552) 
0,4970} 
0,65295 
0,8190) 
0,9841 J 
1,2365 i 



4,3559 r 

0,13403 
0,10502 
0,00643 
0,0967 3 
0,2107 3 
0,36002 
0,5271 5 
0J709i 

2,21084 



(an) 
(bn) 
(cn) 
(dn) 



"c + d 




d + e 



14,6766 
12,8522 
7,3984 
2,5632 
1,3324 
0,5715 
0,1136 
0,1129 



39,6808 

0,0740 
0,1444 
1,1067 
4,1575 
5,5790 
6,8959 
7,8512 
7,8400 



f+ 0,03675 
ir + 13,69655 






7,4966 

9,0721 

11,2963 

10,6146 

' 9,6783 

8,4506 

6,9749 

4,1657 



67,7491 

2,1668 
2,2500 
2,9584 
4,8268 
5,7985 
6,8801 
8,0032 
9,6534 



33,6487 42,5372 



24,7506 
23,2420 
16,7036 
8,8031 
6,3051 
4,1412 
2,3839 
0,4914 



86,8209 

1,8496 
2,3532 
2,0107 
0,4303 
0,0900 
0,0037 
0,1608 
0,6939 



7,5922 



(d e) == + 16,78935 









